内容简介 


本书是“大学数学的内容、方法与技巧丛书”之一，是大学生学习概率论 
与数理统计的优秀辅导书和报考研究生的必备参考书，更是有志于掌握概率 
论与数理统计方法的读者的一本极好的指导书. 

本书从教育部关于《概率论与数理统计课程的教学要求》与 《硕士 研究生 
人学考试数学考试大纲》出发，并略有提髙地按章节对各个问题的内容、方法 
与技巧进行了归纳提高、释疑解难、分析演绎，以帮助读者理解和掌握概率论 
与数理统计方法. 

本书内容包括随机事件与概率、随机变量及其概率分布、多微随机变量 
及其分布、随机变量的数字特征、大数定律与中心极限定理、数理统计的基本 
概念、参数估计、假设检验、方差分析与回归分析等，还附有实行全国硕士研 
究生人学统一考试以来的概率论与数理统计试题的解答，提供给考研读者作 
为参考. 

希望本书能成为读者的良师益友，欢迎读者选用本系列丛书. 



第二版前言 

“概率论与数理统计”是高等学校的一门重要的数学基础课， 
也是考研数学的重要组成部分，概率统计方法更是科学技术、经济 
管理、工农业生产和社会人文各个领域中卓有成效的处理问题、解 
决问题的方法.广大读者需要概率论与数理统计，喜爱概率论与数 
理统计，但也感到概率论与数理统计的概念难懂、方法难以掌握、 
思维难以展开、问题难以入手和习题难做.本书从读者的角度出 


发，帮助大家解决学习中的种种困难. 

本书按照教育部关于《概率论与数理统计课程的教学要求》和 
《硕士研究生入学考试数学考试大纲》编写，并在此基础上略有提 
高.因此，特别适合在校大学生和有志于报考硕士研究生的人士使 

用. 

为了使读者能够循序渐进、扎扎实实地从理论上、方法上和实 
践上掌握概率论与数理统计的概念与方法，我们采取以章节为序 
的方法，逐个问题地进行讨论、分析、讲解、举例、演绎、归纳.每一 
节先对概念、内容进行梳理、归纳、提炼，然后对内容、方法中问题 
进行讨论、释疑解难，再对方法、技巧进行典型例题分析，边演绎、 
边讨论、边总结,最终达到消化、理解和掌握的目的 • 为此，作者用 
解析方法认真地对读者学习中可能产生的对概念的误解、对方法 
的错失进行了分析探讨、论证求索，选用了较全面、较典型的例题 
帮助读者理解概率统计的思想方法、步骤和最终的结论.相信本书 
能给读者以启迪和帮助，使读者能更好掌握概率统计方法. 

本书第一版得到读者的厚爱，为答谢读者，这次在保持原有风 
格的基础上，在内容调整、例题演算、语言表达等方面进行了全面 
的修订，以使本书更加贴近读者. 



为了帮助读者准备硕士研究生入学考试的数学考试，本书对 
1987年以来全国工学、经济学硕士研究生入学数学考试试卷中的 
概率统计试题作了全面和详尽的解答，并着意加强了最近的硕士 
研究生人学试题分析的内容，与考研数学要求一起附在每章的后 
面.读者可以从中了解考研的要求、考点与动向. 

本书在编写、出版过程中，得到华中科技大学出版社的热心支 
持与帮助，在此表示衷心的感谢. 

对于本书中可能出现的错漏和失误之处，热忱欢迎同行和读 
者给予批评、指正. 


孙清华孙昊 
2006 年 3 月于武汉 
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第一章随机事件与概率 


第一节样本空间与随机事件 


主要内容 

1. 随机现象 

在一次试验中可能出现不同结果，而在大量重复试验中各个 
结果呈现统计规律性的现象称为随机现象. 

如,在正常条件下，水加热到100 c 会沸腾，是确定性现象；足 
球运动员临门施射不一定能射中，是不确定性现象. 

2. 随机试验 

若把科学实验或观察都称为试验，则满足下列条件的试验称 
为随机 试验： 

(1) 在相同条件下可以重复进行，• 

(2) 每次试验的可能结果不止一个，且在试验开始前能明确 
所有可能的结果， * 

(3) 每次试验前不能确定哪个结果会出现. 

随机试验一般用大写字母 E ， F ， …来表示，我们通过随机试验 
来研究随机现象. 

3. 样本空间 

随机试验的每一个可能出现的不可分解的结果称为样本点， 
全体样本点的集合称为样本空间，用0(或幻来表示. 




4 . 随机事件 

样本空间 D 的子集合称为试验£的随机事件，简称事件，以大 
写字母 Z ， B ， …来 表示.随机事件可以 分为： 

(1) 基本事件只含一个样本点的子集合_ 

(2) 复合事件含若干个样本点的子集合. 

(3) 不可能事件不含样本点的子集合（空集），所以它在每 
次试验中都不会发生，记为 0. 

(4) 必然事件样本空间本身，所以它在每次试验 V 必然发 
生，记为以 

事实上， （3) 与 （4) 具有确定性，不是随机事件，但仍可把它们 

当作随机事件来处理. 

5 . 事件的关系 

设 D 为试验£的样本空间，的子集，则以下关系 
存在： 

(1) 包含 若乂 的每个样本点都属于则 A 发生导致万发 
生,称事件 B 包含事件 Z ，或事件 A 被事件 S 包含，记为 ACZB . 

(2) 等价若与£04同时成立，则称 A 与 B 等价，记为 
A = B . 在一次试验中，等价的两个事件或同时发生或同时不发生- 

(3) 互斥（互不相容）若事件 Z 与事件 B 不能同时发生，称 
事件 A 与 B 互不相容(互斥），记为 /门五=0( 或 45=0). 

6. 事件的运算 

由于事件是集合，因此事件的运算与集合的运算是一致的•常 
用的运算 如下： 

(1) 并(和）至少属于 A 或 B 中一个的所有样本点的集合称 
为事件 A 与 B 的并(或和），记为 A + S 或即在一次试验中， 
A -^ rB 发生表示 A 与 B 至少有一个发生. 

义+义+…+九或 Cm * 称为”个事件义，/1 2 ,…， a « 的和 • a 

it — 1 

+ i 4 z + … + i 4 #f +…或 U 儿称为可列个事件 Zl ，^^2，…，九，…的和_ 



(2) 交(积）同时 属于/ 和 B 的所有样本点的集合称为事件 
/与 S 的交（或积），记为 AflB 或 45. 在一次试验中，儿 B 发生表 
示 A 与 S 都发生 • 


…凡或门烏称为/2个事件4 2 ,… ，凡 的积 • 

1 

… A / ••或5儿称为可列个事件 A ，乂2，…，凡，…的积， 

(3) 差事件4发生而事件 S 不发 
生，称为 A 与 B 的差，记为 A — 昃有关系 
式 4—5=4 否. 

需要注意的是，不要求 AZ^B 才有 
如，图 1.1 阴影部分即为 

(4) 逆(对立）样本空间 D 中所有不 
包含在 A 中的样本点的集合称为 A 的逆，记为也称为 Z 的对立 

事件.在一次试验中万发生表示 A 不 发生. 有关系式 

A^-A = i 2 ^ Af]A — 0 . 

7. 事件的运算规律 

(1) 交换律 A\JB = BUA,Ar\B=Br[A. 

(2) 结合律 4 U(BUO = G 4 U 5) UC , 

Ar\(Bf\c)=cAr\B'>nc. 

( 3 ) 分配律 ^ n (5 uc )= un 5) uunc ) ? 

AU ( Bnc )= uuB ) n (^ uo . 

(4) 对偶原理 AUB^Ar\B,M)B^A\jBi 

A -\- A=At A -\- Q ~0； AO = A » A 0 = 0. 

疑难解析 

1. 怎样确定随机试验的样本空间？ 

答对一个随机试验而言，样本空间并不一定唯一.在同一试 
验中，当试验的目的不同时，样本空间往往是不同的.如，把篮球运 




动员投篮作为随机试验时，若试验目的是考察命中率，则试验的样 
本空间为仏={中，不中 h 若试验目的是考察得分情况，则试验的 
样本空间为仏={1分，2分，3分,0分}.仏与认显然不同.所以， 
我们应从试验目的出发来确定样本空间. 

2 . 怎样理解样本空间与必然事件的关系？ 

答必然事件与样本空间的关系应当这样来认 识:必 然事件 
是指随机试验中一定会出现的事件.当在一次试验中只有一个样 
本点出现时，如果把样本空间视作一个整体，就可以说样本空间 D 
在每次试验中都出现了.因而样本空间是随机试验的必然事件* 

3 . 如何认识互逆事件与互斥事件之间的联系与区别？ 

答 A 与 S 互逆，则5 =兀在一次试验中， Z 与5必有一个发 
生，且至多只有一个发生. 

如果事件 Z 与5 不能同时发生，则互斥.但5也可以 
同时不发生.因此,互逆必定互斥，互斥不一定互逆 • 

区别互逆与互斥的关 键是: 互逆只在样本空间只有两个（或两 
类）事件时存在，互斥还可在样本空间有多个（或多类）事件时存 
在.互斥事件的特征是：在一次试验中，两个互斥事件可以同时不 
发生.如，在一次考试中，及格与不及格总有一个发生，它们互逆又 
互斥；但考试成绩为70分或80分是互斥的，却不互逆，因为它们可 

以同时不发生. 

4 . 随机事件的运算与数的运算是否相同？ 

答不相同.不能把随机事件的“积”与“和”理解成数的“积” 
与“和”.虽然它们性质类似，都满足交换律、结合律和分配律，但不 
能认为它们就是相同的运算.事实上，它们是完全不同的运算，反 

映了不同的两类概念.如： 

对于数 a ，有《+<2 = 2<2，如=<2 2 ;而对于事件>1，有 

A + A=Ay AA = A . 

对于数有 a +6 c 关 U +6) U + c ); 而对于事件4，仏(：， 
有 A + SC = U + B ) C 4+ C ). 




方法、技巧与典型例题分析 


本节常见的习题类型是 :用简 单事件表示复合事件、证明关于 
事件的等式或不等式、用事件表示应用问题的结果等. 

常用的方法是：（1)利用运算性质与规律将复合事件用等价 
的简单事件表示； （2) 利用集合的文氏图分析事件间关系，找出等 
价事件. 

例1设4,五为任意两个事件，则 

( A + B ) G 4 + 5)( A + B )( A + B )= _ . 

解因为 A 与 Z 互逆， B 与 B 互逆，所以 

(A + B^iA + B ^^ AA + AB + BA+BB 

= 0+ B + B = B , 

= 0+ B - hB = B , 

于是 （万+5)04 + 5)(万+芳）04+否）=5否=0. 

例2 设儿 S 为任意两个事件，则 （4 + 5)( 万 + B ) 表示 
( ). 

( A ) 必然事件； （ B ) A 与 B 恰有一个发生； 

( C ) 不可能事件； （ D ) v 4 与 B 不同时发生. 

解选 （ B ). 因为万所以 
(j + B ) (]4 + 5) = (.A~\~B)CO — AB) = Af 2 — AB-\-BO — AB 

= A J rB — AB , 

表明 A 与 B 恰有一个发生. 

例3对任意两事件儿 B ， 证明： >1- 

证设 xG — B ) ，则 >r e 乂 B ， 即 *r G 从而 A — BCZ 
ab . 反之，若否，则 ： ceA ， 工百五，即 xe ( A - B )， 从而 xsc ： 
A — B . 于是， ^4 —B = AB 得证 • 

例 4 指出下列各式成立的 条件： 



( 1 ) 

(2) C4 + fi)-C“ + (B-C) ; 

(3) ABC=AB(C^rB)i 

(4) lA + B ) C = C-CCA + B ). 

解 （1) 由例 3 知 

A - dB - O^A iB C ) = A ( B - h ^)= AB + AC , 

而 芳，故要 Z -(5— C ) = M -5)+ C, 必须有 C4—B) + 

C=4B+>4C ，即 AC ^ C . 从而知 C 是 A 的子集. 

由此可知，在代数运算中的去括号与消去律在事件运算中是 
不成立的 ，一 定要牢记两种运算的区别. 

(2) 将式子变形为得 + 

知 ZC=0 时等式成立. 

(3) 将式子变形为45(0+5)=450 + ^45 = 45(：，得 = 

ASC， 知 C：DA5 时等式成立. 

(4) TaTB ) C = ID - (A - hB)^C = C - (A + B)C = C - 

CC4+5), 知等式恒成立. 

例 S 利用事件间关系，化简下列 式子： 

(1) (4+5)04+0; (2) (ZB+CMC； 

(3) M+BXA+B). 

解 （1) { A + B ) iA ^ r n=AA + AB -\- AC ^ BC ^ A J tAB + 
AC+ 汉:，而 G4B+AC)Cyi, 故 

CA-\-B)(A+C)^A+Ba 

(2) 本题中含有多个逆事件，因此要多次使用对偶律，以除去 
“逆，，记号_ 

( AB ^ C ) AC =( AB + C ) -\- W = ABC+AC 

= {A^B)C^-AC^AC-hBC^-AC 
= ^(C+C)+BC=^H-BC* 

(3) M + B)G4 十 B) = G4 + SM + (A 十 




=A+A{B^rm + 0 = A. 

例 6 证明下列 等式： 

(1) A[jB = A\jBAi (2) B-A^AB-ABi 

(3) (A-B)\J(B-A)=ABUAB. 

证利用运算性质和运算律，有 

(1) a\jb =(i4UB)n^=uufi)nMUA) 

= AUAB\JSA=A\JBA. 

(2) ^~^^^nAB=(A[jB)n(AB) = AB. 

(3) ABUT = B=ABf]A^= iA[jB) f| MUB) 

=AA\JBA\JAB\JBB=ABUBA 

例 7 用文氏图说明下列 各式： 

(1) (AUB)C-AC\jBCi 

(2) AB\jC=CA\jC)(B[jC)i 

(3) A+B+C. 

解 （1) 如图 1. 2( a ) 表示， C 4 UB ) C 表示 A 与 S 之和与 C 的 
交集，是画有交叉线的阴影部分; AC 是 A 与 C 之交,是画有右斜线 
的阴影部分 ,5 C •是 B 与 C 之交，是画有左斜线的阴影部分 . 与 
BC 之积是画有交叉线的阴影部分，故知两者相等. 



(a) (b) (c) 


图1,2 


(2) 九 BUC 表示 A 与 B 之和与 C 的交集，是图 1.2(b) 中画有 
交叉线的部分 ；C4UC)CBUC) 表示>1与 C 之和同 B 与 C 之和的 




交，两者是相等的. 


(3) Z + B + C 是乂， S ， C 的和集（见图 1. 2( c ))， 可以表示为 

这里，因为 CB — BC ) 与 （ C — CM ) 中重复减去了 ABC , 所以最后要 
加上一个 

例8如果以1表示一个沿数轴作随机运动的质点的位置，说 
明下列事件的 关系： 

A = {x |* r ^ l 5} > 

B = { 工 I j :>5 } ， 

C — {x | x <10} ， 

D = {jo — 5 } ， 

E = {x | x >10}_ 

解由图 1. 3 可知： 

图 h 3 B 3 E ; D 与 B 互斥， D 与£: 互斥； B 与 

C 相容, B 与 A 相容，£与4 相容; C 与 E 互逆. 

例 9 射击运动员射击的目标是三个半径（单 位： m ) 分别为 
0.1,0. 2,0. 3的同心圆环域，标为 n , r 2 , r 3 ，以凡 G = l ,2,3) 记击 
中半径为 n 的圆环域内事件，试以事件的集合表示下列 情况： 

(1) 击中 0.3 m 半径的圆环 域外； 

(2) 击中任一圆环域内； 

(3) 击中 0. 1 m 半径的圆环 域内； 

(4) 击中 0. 1 m 半径的圆环域外 ,0.2 m 半径的圆环域内. 

解 （1) 不 ，即 鳥的逆 事件； （2) ALM 2 LM 3; 

(3) An (4) A z . 

例10 — 批产品中有合格品也有废品，从中有放回地抽取(将 
产品取出一件观察后放回）三件产品，以儿 G = l ,2,3) 表示第 t 次 
抽到废品，试以事件的集合表示下列 情况： 

(1) 第一次和第二次抽取至少抽到一件 废品； 

(2) 只有第一次抽到废品； （3) 三次都抽到废品； 



(4) 至少有一次抽到 废品； （5) 只有两次抽到废品. 
解 （1) A . UA.i (2) ^ ifl ^ 2 n ^3； (3) 


(4) 或三次都抽到合格品的逆事 件）； 

(5) A ， iA ^ z ^3 A . 1A2A.2 U / { iA ，2 A ，3. 

例 11 设有随机事件 A ， B , C ， 满足 CIDABTZDA 否, 证明： 

AC = CB \ JAB . 

证因为所以 CC 1 A \ JB . 于是， CBCMU£)S = 
AB t CAB = CBf \ AB = CB , ACB = Cr \ AB = AB.^i 
AC = AC ( B \ JB ) = ACB\JACB 
= CB [ JAB . 

由文氏图（见图 1. 4) 可以清楚地看 
出，为全部画有斜线的部分， CB 为画 
有左斜线的部分，为画有右斜线的部 
分.所以结论成立. 

第二节随机事件的概率 



主要内容 


1 . 频率 

在相同的条件下进行了《次试验，若事件 Z 发生了〜次，则〜 
称为 n 次试验中 A 发生的频数. f n ( A )= n A /n 称为事件 A 发生的 

频率.频率具有以下 性质： 

(1) 对任何事件有 0 </ n ( A )< l ; 

(2) 对必然事件口，有/„03) = 1; 

(3) 对 A 个两两互不相容事 件戌， …， A ， 有 




/„G4 1 )+/„M 2 ) + — +/”M*)=/„( UA) = 'y'jfn(Ai). 

i=l 

2 . 概率的公理化定义 

设 D 是随机试验 E 的样本空间，对£的每一事件 j 賦予一个 
实数值，称为事件 A 的概率，记为户(/1 ).函数 •) 具有以下性 
质： 

(1) 非负性对任一事件儿尸 M )>0; 

(2) 规范性尸 02) = 1; 

(3) 可加性对可列个两两互不相容事件 A ， 木，…， A ， …， 

oo 

有 尸 … UA>U...)=P( UA) — 

i=1 »=i 

3 . 概率的统计定义 

当《— oo 时， „ 次独立重复试验的频率/„04)=〜/«趋于稳定 
值尸04)， 则当; 2很大时，尸 C 4)=/>々 〜 

4 . 概率的几何意义 

若随机试验五的可能结果有无限(不可列）个，每个基本事件 
发生的可能性相等，则当样本空间 X2 与所求事件 A 都可以用几何 
量(长度 L 、 面积 S 或体积 V0 来测度 时，/ 发生的概率称为几何概 
率.例如 


P ( A ) = 


SCA ) 

SU 2)' 


其中分别称为的几何测度. 

5. 概率的性质 

(1) P (0) = O ； 

(2) 对任一事件 A ， 尸 04) = 1 -尸 

(3) 若烏， A 2 ，“ •，凡两两互不相容，则 

It 

=21 尸 （ A ); 
1=1 1=1 

(4) 对两个事件儿5,若则 

P(B-A)=P(B)-P(A), P(B)>P(A). 
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6- 概率的加法公式 

(1) 对于任意两个事件有 

(2) 对于任意《个事件皋,>1 2 ,…，，有 

尸 （ i 4 i + A 2 + … + Ai ) 

» 

= 2 尸⑷ 一 2 P(AA)+ Y ； PiAAjA,) 

i = l l<i<j<n l<i<j<k^n 

- \-(-~ ir ~ 1 PiA 1 A z - A n ). 

7. 古典型概率 

若随机试验的样本空间的元素为有限个(有限性），每个样本 
点发生的可能性相等(等可能性），则试验£的事件 A 发生的概率 
PG 4) 称为古典型概率.记 m 为事件 A 中所含基本事件数，”为样 
本空间 D 中基本事件的总数，则计算公式为 

P (^4) = —. 

n 

利用古典型概率讨论事件概率的数学模型称为古典概型. 

疑难解析 

I 

1. 怎样理解统计概率？ 

答随机事件 A 的 频率人 04) 反映在《重独立重复试 验中/ 
发生的频繁程度. 当”不 同或在不同组试验时，/»04)的值一般是 
不同的.但当《充分大时，人 04) 会在概率 PC 4)==/> 的值左右徘 
徊 .n 越大，徘徊的区间越小.所以，可以在这小区间中取一值作为 
p 的近似值，于是有 

P ( A )= p ^ n A / n = f n ( A ). 

统计概率是一个近似值. 

2 . 能否将概率看作频率的极限？ 

答 不能.这是因为：第一，统计概率 仅对” 次独立重复试验 
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而言 (伯努利大数定律），并非所有情形都 适用； 第二，当时， 
人04) 在尸 C 4) 左 右徘徊，与微积分中 / Or )—/ 不同.用概念 
来解释就 是：存 在随机现象的偶然性，对于某个给定的 e >0, 可能 
找不到相应的 iV ( e )， 使当时，有|/„04)—尸 04)|< e 成立. 

3 . 怎样确定随机事件的等可能性？ 

答等可能性是古典型概率问题的两大假设之一，有了这两 
大假设，我们只需讨论样本空间 D 和事件4所包含的基本事件数， 
即可计算概率 P 04) .但所讨论问题是否符合等可能假设，一般不 
可能实际验证，而是根据人们长期形成的“对称性经验”作出的 • 
如，将一枚均匀的硬币掷一次，正面向上和反面向上的机会是相等 
的;大小、形状和重量相同而颜色不同的小球装在同一小盒子中， 
每个球被摸到的可能性也是相等的.但是，一个产妇到医院生产， 
产下男婴和女婴的可能性一般不相等;投一次篮，投中和投不中的 
可能性一般也不相等.因此，等可能性的确定是人们根据对事物的 
长期认识而作出的，不是人为的. 

4 . 怎样判断讨论的问题是排列问题还是组合问题？ 

答在计算样本空间 D 和事件 A 所包含基本事件数时，事件 
数的多少与问题是排列还是组合有关.当事件的组成与顺序有关 
时,是排列问题;与顺序无关时，是组合问题 • 

如，某班级有40名学生，要选3人分别担任班长、学习委员、文 
体委员，有两种方案.一种是选出3人，由他们自行分工，这种方案 
与顺序无关，是组合问题，共有 C 。 种选法.另一种方案是分别选出 
班长 （40 种选法）、学习委员 （39 种选法）、文体委员 （38 种选法）, 
与顺序有关，是排列问题，共有忾。种选法•第二种方案也可以表示 
为汽。= C 4 3 。 X 3!，即选出三人后，再自由排列. 

5 . 怎样确定几何型槪率中几何最的测度？ 

答在几何型概率中，所考虑的问题中若只有一个因素在变， 
则取一维几何量——长度作几何测度（见本节例 26); 若有两个因 
素在变，则取二维几何量——面积作几何测度(见本节例27〜 30); 
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若有三个因素变化，则取三维几何量——体积作几何测度（见本节 
例31乂 


方法、技巧与典型例题分析 


一 、基本的概率问题 

基本的概率问题一般可以利用事件之间的关系与运算，运用 
概率的运算性质求解或证明•读者对基本概念应有较深刻的理解， 
熟练掌握事件与概率的运算. 

例1某医院一天中接诊外科病人50人，内科病人 5 0人，五官 
科病人50人•设每位病人在一科室至多就诊一次，在病人总数中， 
在三个科室各就诊一次的占10%，只看外科的占20%，只看内科的 
占25%，只看五官科的占10% .问： 

(1) 一天共接诊多少个病人？ 

(2) 只看外科和内科的病人占病人总数的比例为多少？ 
解以 A , B , C 分别表示外科、内 

科、五官科接诊病人的集合，由文氏图 
(见图 1. 5) 知 

yl + 5 + C = ABC + ABC + ABC + ABC 

-\-ABC + ABCABC, 

又知尸 G 4 SC )=0. 1， P(ABC^ = 0. 2, 

P(ABC)=0. 25, P(ABC)=0. 15. 

P{ABC)=x, P(ABC)=y, 

P ( ABC )= z , 又设病人总人数为 S ，可建立方程组 

'5(0, 2+工 +： y +0* 1) = 50， 

S (0. 25+： y+z + 0 ‘ 1) = 50, 

5(0- 15+ z + x+(L 1) = 50， 

,x-\-y-\~z= 1 — 0. 2 — 0. 25 — 0. 15 — 0. 1, 



图 1-5 


解方程得 



x=0. 05 ， y=0. 15 f z = 0. 1, 5 = 100, 

所以病人总数为 100 名，只看外科和内科的病人占总病人数的 

5%. 

例2 已知 

P ( BO =- l /8, 则事件儿 B ， C 全不发生的概率为_ . 

解 由知， PC 4 议：）= 0.又由逆事件公式和加法 
公式，得 

P ( ZBC )^ l ~ P ( A - hB - hC ) 

= l-P(A)-P(B)-P(C)~hP(AB) + P(BC) 
-hP(AC)-PCABC) 

=1 —3Xl/4 + 2Xl/8=l/2. 

例 3 设当事件都发生时，事件 C 必发生，则 （ ). 

(A) P(CXP(A)+P(B)-li (B) PCC)=P(AB)i 

(C) P(C)>P(A)-^-P(B)~l ； (D) PiC)-=P(A+B). 

解 由题意知 CZM 5, 故 

尸 OO + PCB ) — PG 4+5) 

> 尸 04)+ 尸 (B)-l, 

所以选 ( B ). 

例 4 设尸 C 4)= a ， 尸 
6, 证明: a < l /4. 

证由 P ( AB )( ZP ( A ) ，得又由加法公式 

1>P(B+CX ⑻ +P(C)—P(BC) 

= 2a + 3a — 6^4a » 

所以 «< l /4. 

例 S 对任意事件烏,4, …， A •，证明： 

(1) 尸 — 1; 

(2) F(A 1 iV..A)>PM 1 )+ J PM 2 )~H"+P(A 1 ) — («—l). 
证 （1) 由加法公式 

P(A l + A 2 )=P(A 1 )-hP(A 2 )~P(A 1 A 2 ) 1 • 
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所以 


P ( A l A 2 )= P (. A l )+ P ( A 2 )~ PiA l + A 2 ) 

彡尸⑷ +/>04 2 )-L 

(2) 用数学归纳法 ./i = 2 即有题 （1) 的结论.设对 n _ l ， 不等 
式成立，则 

= /* [ ( A 1 … A* _ 1 ) ^4 ” ] 

… +P(A_ 1 )-0i-2) + P(A»)-1 

…十/^九）一 （《 —1). 

例6设有甲、乙两人玩投篮游戏，规 定：每 轮由甲先投一次， 
接着乙可投两次，先投中者胜.已知甲每次投篮命中率为户，乙命 
中率为 0. 5，问/>取何值时，甲、乙两人胜负概率相等. 

解 以 A ， 芪01,2,…）分别记甲、乙在第/次投篮命中事 
件,^又为甲、乙两人投篮的总次数，以 A ， J 5 分别记甲、乙取胜事 

件，则 

A — A \-\- A \ B t BzA ^ + yl 1 J 52 B 3>44 B s B 6 i 47 + …， 

而 尸 

P ( AtBzBsA ,) = (1-/») X 0. 5 2 /) = 0. 25/»(1-/>), 

PCAjSzBzA^B ^) = 0 . zh z a~pyp> 

所以 P ( A )~ / 25(1 一 p ) p -{-0. Z 5 z ( l — p ) z p 十… 

=/>/[l 一 0.25(1—/>)]. 

由题设，要 PC 4)= P (5) - =0. 5 = /> / [1-0. 25( l —/>)]， 解得 />=- 
3/4. 即当甲的命中率为 3/4 时，甲、乙胜负的概率相等. 

二、古典型概率问题 

古典型概率问题有三大典型问 题:摸 球问题、质点入盒问题和 
随机取数问题.另外还有一些其它类型的问题，如超几何分布概率 
问题等，也属于古典型概率问题. 

求解古典型概率问题的常用方法有： 
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1. 加法原理 

设完成 一 件事有々类方法，每类分别有 »m* 种方法， 
而完成这件事只要选择任一类方法中的任何一种，则完成这件事 
的方法有—… + m * 种. 

2. 乘法原理 

设完成 一 件事有 w 个步骤:第 一 步有叫种方法，第二步有 m 2 
种方法 …… 第 《 步有 m„ 种方法，且这《类的所有种方法都各不相 
同，则完成这件事的方法有 mw ；! … m „ 种. 

注意，如果完成一件事的方法是并列的关系，则使用加法原 
理; 如果完成一件事的方法有顺序关系，则使用乘法原理. 

3. 排列方法 

从全部元素中取出一部分，有次序地排成一列，称为一个排 
列.排列可分为： 

(1) 不同元素的选排列从《个不同的元素中无放回地取出 
m ( m < n ) 个元素的排列，共有尸; T 种排列， 

P 7 = nin 一 I )*** (n 一 m + 1). 

当时，称为全排列，共有《!种排列. 

(2) 不同元素的重复排列从 n 个不同的元素中有放回地取 
出 m 个元素的排列，共有，种排列. 

(3) 不全相似元素的排列若在〃个元素中有 m 类不同的元 
素，每类各有心上,…， L 个(每类元素彼此视为不可辨认），则这„ 
个元素的全排列共有《!/(匕!々 2 !…虼！）种. 

4. 环排列 

从 n 个不同的元素中，选出 m 个元素排成一个圆周的排列，共 
有种排列. 

5. 组合方法 

从全部元素中取出一部分元素而不考虑其顺序的排列称为一 
个组合.组合可 分为： 

(1) 一般的组合从《个不同元素中取出 m 个的组合，共有 
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n(n —— 1)*-* (n 一 m+1)_ n ! 

m ! m ! (n — m) ! 


种，也记为 cr 或丨 .它具有性质 

m } 

r^tn _ r^n — m 1 _ i 

In ——— 1 丁 In-1 ， In — !• 

(2) 不同类元素的组合从不同的々类元素中取出別个元素， 
即从第一类的 Wl 个不同元素中 取饥 1 个,从第二类的〜个不同元素 
中取 m 2 个 从第 A 类的个不同元素中取 w * 个，且 《,> m , ( i '== 

k k 

1，2广.，々），»2产；71，则共有组合(^(：：^"^：：^=11<^种- 

t=l t=l 

在处理具体问题时，既要考虑事件是否与顺序有关，从而确定 
用组合方法还是排列方法，又要从实际问题出发判断是哪一种排 
列或组合，才能求得正确的结果. 

摸球问题是指从《个可分辨的球中按照不同的要求逐个地取 
出 m 个球，并计算事件概率的问题. 

例7 —袋内有 a 个白球，6个黑球 ，求： 

Cl ) 不放回地任取 w + n 个球，恰有 w 个白球、 m 个黑球的概 

率； 

(2) 不放回抽取，每次一个，第 々次 才取到白球的 概率； 

(3) 不放回抽取，每次一个，第々次恰取到白球的概率. 

解 （1) 任取个球，与次序无关，且 m 个白球从 a 个白球 
中选, / z 个黑球从6个黑球中选，都是组合问题.所以 



(属于超几何分布). 


(2) 抽取与次序有关，第 A 次抽取的白球可为 a 个白球中任一 


个，所以 

b b — 1 b —— 是 + 2 . C 上 

^ a~\~b a,-\~b~~ 1 u-\-b — k-\-Z CL~\-b —々 + 1 

(3) 第 A 次必取到白球，可为 a 个白球中任一个.前 A _1 次取 
到的白球数应小于 a 个，因此第一次只能在 a +6 — 1个球中取（留 
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一 个白球在第々次取），以后各次相同.所以 

_ a ,~\~ b —1 ^ a +6 —2 u ~\~ b — 务+1 Cl 

^ a.-\~b a .-\~ b 一1 a -\- b — k -\- 2 , a -\- b -一 k-\-l 

a 

例 8 有 n 双不同的鞋混放在一起，有 《 个人每人随机地取走 2 
只，求下列事件的 概率： 

(1) 每人取走的鞋恰为一双的概率； 

(2) 每人取走的鞋不成一双的概率. 

解设加只鞋被72个人取走.第一个人从 2 n 只中任取2只，第二 
个人从 2 n — 2只中任取2只……第《个人取走最后2只，但每个人取 

走2只的排列只是一种,所以，依乘法原理，基本事件的总数为 
2 n C 2 n — 1) (2 w — 2) (2« — 3) 2*1 (2”）！ 

-« ■ ■ _ ■ ■ 鲁 * • • 暑 ■ —，- ^ 

2 2 2 2 " * 

(1) 每人取走的鞋恰为一双的事件数为 = ，于 
是 

/>=«!/ [(2«)!/2"]=(2w)! !/(2«)!. 

(2) 每人取走的2只鞋都不成双的事件数为 ( n !) 2 . 因为第一 
个人可以从《只右脚鞋中取1只，又可以从 n 只左脚鞋中取1只（只 
要两只鞋不成一双），其余依此类推.于是 

/ >=(”！） 2 /[(2«)!/2 B ]=2"(”！） y (2«)! = w !/(2« — l ) ! !• 

例9从5双不同的鞋子中任取4只，求这4只鞋子中至少有2 
只鞋子配成一双的概率. 

解本题的解法很多，我们仅举几种解法供读者参考.读者可 
尝试其它合理的解法. 

(1) 基本事件总数为 C !。. 有利事件数包括 :恰有 2只配成一双， 
事件数是 GC 4 2 CK ： KG 表示5双中任取1双，其余2只由 4 双中取2 
双,再在每1双中取1只）；4只配成两双，事件数是 Ct 所求概率为 

/>= ( CldClCi + Cl ) / CU -130/210 = 13/21. 

(2) 用逆事件求，4只鞋配不成双的事件数是 C 4 S GCK ： K ^, 故 
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/ > = 1— ( C 倉 CK ^ CiCi )/ CJ 0 = 1 — 80/210= 13/21. 


(3) 至少2只能配成一双也可以这样构成 :先从 5双中任取1 
只，其余2只从余下8只中取，但要减去可能成双的重复事件数，则 

/»=(aCI-Cl)/C?o = 13/21. 

本题最容易出现的错误就是把有利事件数取为从而出 


现重复事件.这是因为，若鞋子标有号码 i ，2, …，5,则 a 可能取中 
第丨号鞋， CI 可能取中第 j 号 的一双，此时成为两双的配对为 
(*’，_;•)，但也存在配对 ( y，a (~)与 GV ) 是一种，出现了重复事件， 
即多出了 = 10个事件. 

例 10 50只铆钉随机地取来用在10个部件上，其中恰有3只 
铆钉强度太弱.每个部件用3只铆钉，若将3只铆钉都装在同一部 
件上，则这个部件的强度就太弱 .问: 发生一个部件强度太弱的概 
率是多大？ 

解基本事件总数为 C !。. 强度太弱事件数为 C 1 CWCI 是强度 
太弱的铆钉组合, CL 是部件的取法数），所以 


/>= C | Cio/CIo = l /1960. 

例 11 一袋内装9个白球和3个红球，从袋中任意地顺次取出 
3球(取出后不放回） ，求： 

(1) 第三次取出的是白球的概率； 

(2) 若第三次取出的是白球，则第一次取得的也是白球的概 
率 • 


解 （1) 岗例7,有/ > = 9/12=3/4. 

(2) 第三次和第一次都取得白球的事件是两个互不相容事 
件 ：（ 白，白，白），(白，红，白），所以 


9 ^ 8 v 7 1 9 

/，= l2 X n X !o + 12 


3^ 8 72 _ 6 

11 10 132 11 


质点入盒问题 是:有 ”个可分辨的盒子和 m 个质点，按照不同 
的要求将 m 个质点放在”个盒子中，计算事件的概率- 

例 12 将； * 个质点随机地放入 W 个盒子中，求下列事 
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件的 概率： 

(1) 某指定的《个盒子中各有一个 质点； 

(2) 任意《个盒子中各有一个质点； 

(3) 指定的某盒中恰有 m ( m < w ) 个质点. 

解每个质点有 W 种放法,《个质点有 iV " 种放法，于是： 

(1) 相当于《个质点在《个盒子中的全排列，共有”！种，所以 

p — n \/ N n . 

(2) 有利事件多了一个步骤，即《个盒子的选法有种，所以 

P = C%n I / N n ， 

(3) 从《个质点中取 m 个的取法有 CT 种，其余的每个质点都 
有 AT — 1种放法，所以 

p = C 7 CN -~ ir ~ m / N n . 

例13某单位新录用了 12名公务员， k 中有3名博士•将他们 
随机地平均分到三个研究室去，间:(1)每一个研究室分到一名博 
士的概率是多少？ （2) 3名博士分到同一研究室的概率是多少？ 

解由不全相异元素的排列公式，得基本事件总数为 

Ct 2 C | Ct -=12!/(4!) 3 . 

(1) 将3名博士平均分配的分法有 忾种. 其余 9 名人员的分法 
有9!八3!) 3 种，有利事件数为3!9!/(3!) 3 ,所以 

3!9! / 12! _16 
产 (3!) 3 / 

(2) 将3名博士分到同一研究室的分法有 G 种，其余9人的分 
法有9!/(1!4! 4!) 种，有利事件数为 (3 X 9!)/(4! ) 2 ,所以 

3 X 9! / 12! 3 

P _ (4!) 2 /(4!) 3 - 55' 

例14将3个球随机地放在4个杯子中去，求杯子中球的最大 

个数分别为1，2,3的概率. 

解基本事件总数为4 3 个. 

最大个数为1,含事件数为所以，/, = P !/4 3 = 3/8. 
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最大个数为2,则有 2 个球的杯子的选法有种，球的选法有 
Ci 种，剩下1个球有3种放法，有利事件数为 3 CK 1. 所以 

/> = 3 C ^ Cl /4 3 = 9/16. 

最大个数为3,则杯子的选法为 Ci ， 有利事件数为 Ci . 所以 

/ >= C 5/4 3 = 1/16. 

例 IS 某班有12名学生是在1980年出生的，试求下列事件的 
概率： 

(1) 至少有两人是同一天出生的； 

(2) 至少有一人是5月1日出生的. 

解 （1) 用求逆事件方法求解.样本空间基本事件总数为 
365 12 ,没有两人在同一天出生的事件数为忾〗 5 ,所以 

/ > = 1 — P &/365 12 . 

(2) 也用求逆事件方法求解.没有人在5月1日出生的事件数 
为364 12 ,所以 

/> = 1-364 12 /365 12 . 

随机取数问题 是:在 《个不同的数中按不同的要求取出 m 个 
数，计算事件概率. 

例16随机地取一整数，求它的二次方的个位数字是4的概 
率. 

解设随机数 ： r=a + 106+ …，其个位数是 a ， 则 x 2 = a z + 20 a 6 
+ 1006 2 +…. 显然工 2 的个位数仅与工的个位数 a 有关. 

a 有0，1，…，9等10种取法，而使 a 2 = 4 的只有2种, a ==2 或 a 
= 8,故 /) = 2/10= l /5. 

例17从0,1，…，9等10个数字中，任取4个数字排成一排， 
求能成为四位偶数的概率. 

解排成四位偶数，显然与数字次序有关，基本事件总数为 
Plo . 要排成四位偶数，那么千位上不能取0,个位上只能取偶数，有 

CU 1 — 尸 〖 CK 前项是个位在5个偶数中选1个，另三位数从余下9 
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个数取 3 个，后项是千位为0时,个位有 Ci 种选法，其余两位有 C ! 
种选法）.所以 

p=iC\P\-C\P\)/P\,. 

例 18 从0,1,…，9等10个数字中任取一个，取出后仍放回， 
先后共取3次，求取出的三数总和等于15的概率. 

解基本事件总数为10 3 .每个数被取到的概率为 1/10( 等可能). 

以 a , 记第 f 次取到的数字，记则犬所包含 
的基本事件相当于 （1 +x + j : 2 + … +« r 9 ) 3 展开式/ 5 的 系数. 因为 
由 

( l + X + J ： 2 + m + X 9 ) 3 

= [(1— X 10 )/ (1— 工 )] 3 = (1— 工 10 ) 3 (1 _ 工 ) _3 
= ( 1 — 3 工 10 + … ）（ 1 + …+ 21x 5 + …+136 工 15 + …） 

知 ， x 15 的系数为 136—3X21 = 73, 所以/ > = 73/10 3 = 0. 073. 

例19从1，2, …， 20中任取一个数，取到数 A 的概率与 A 成正 
比，求取到的数是3的倍数的概率. 

20 

解以九记取到数々的概率，则外=以,且^4 = 1，可得 

裊 

1/210. 取到的数是3的倍数包括3,6,9，12，15，18，所以 

p= (3 + 6 + 9 + 12+15 + 18)/210 = 3/10. 

例 20 将一枚硬币掷 2 w 次，求出现正面次数多于皮面次数的 
概率. 

解掷2«次硬币，可能 出现: 正面次数多于反面次数， 
B ——反面次数多于正面次数， C ——正面次数等于反面次数./， 
B ， C 互不相容. 

直接计算 PG 4) 是困难的，可以用对称性原理来求解_因为硬 
币是均匀的，有尸 04) = P (5)， 所以 P ( A ) = [1— p(c) ]/ 2 . 而次 
掷硬币的排列有2 2 ” 种，其中有利 C 的有 CL 种 ( 2 w 个中选”个），则 
尸((7)=0^/2'所以 

P(v4)-[l- J P(C)]/2-(l-C1„/2 2 ")/2. 
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例 21 有外表相同的 TV GV >3) 个袋子，第 々个 袋子中 装有々 
个红球和 N - k 个白球.将袋的次序搞混后，任选一袋并任取一 
袋 ，求： 

(1) 第一次取得红球、放回后第二次又取得红球的 概率； 

(2) 前两次取出的球不放回、第三次时取得红球的 概率. 

解 （1) 选中第々个袋子的概率是 1/ N , 每次取得红球的概率 
是 W ， 则由加法原理，有 

^ I ( k\ z 1 (斜1)(2科1) 

(2) 选中第々袋的概率是 1/N. 三次取球的方法有 
”0^—1)(7^_2)种.三次取得红球的取法有々（々一1)(々一2)种， 
取得（红，白，红）和（白，红，红）的取法各有 KA — 1) ( TV -々）种，取 
得（白，白，红）的取法有 KW _々） OV — 々一 1) 种，故取法共有 

k(k — 1 )( 是一 2) + 々（是 一 1 ) CN — k)-\~kCk — 1 ) CM _ 是） 

-\-k(N — k) (N — k — l)—k(N — 1)(TV* — 2) 


种.所以 

,^ 1 ^W-l)(A^-2) _ X NjN+l) __N+\ 

2-JN* N(N-l)(.N—2)~W • 2 2N • 

*= 1 

例 22 在1，2,…， 9 等 9 个数字中，有放回地随机取出”个数， 
求这”个数的乘积能被10除尽的概率. 

解基本事件数有 y 种. 能被10除尽，輒这 n 个数中应含5与 


偶数•用逆事件求出，因为不含5的取法有以种，不含偶数的有 5 rt 


种，既不含5又不含偶数的有种，于是知含5和偶数的取法有 
9" —8”一 5” + 4"种•所以 


9” — 8” —5" 十 , / 8 / 5 4 T 

p= — r — =l ~[j) \ji + U ) - 

例 23 某人将 n 个准考证随机地发给”个考生，求至少有一个 
准考证发对的概率. 

解这类问题称为配对问题.以儿记第/个准考证发对考生事 
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n 


件，则由加法公式，至少有一个准考证发对的事件乂 = ^ A ，所以 




n 


因为 


尸 （ A) 


n 


> : 尸 (凡 ) = 1， 


p(a.a)=-- 


S 户(妈 )=# 


iC < X « 


1) 2! ， 


2 P(AAjA k ) 


!<(<;<*<« 


n(n — l)(n ― 2) 3! 


嫵 

* 

■ 


P { A l A 2 ^- A n )= C n n / n \ = l/n \, 


所以 


尸 （ Z) = l-l/2! +1/3! - K_ir 一 V/i! 






1 —— e 


例 24 设有 《 个人排成一排，求 ：（1) 甲、乙两人之间恰有 
r (0< r <«_2) 人的概率； （2) 甲、乙两人相邻的概率. 

解 n 个人排成一排，基本事件数是 《!. 

(1) 甲、乙两人中间有 r 人的排法数可以这样考 虑:设 甲排在 
第*’位，则乙排在第 纟 + r + l 位，所以£只能取1，2 , r — 1,共 
«— r — 1种 排法; 其余《 — 2个位置是 n — 2人的全排列，有 ( n — 2)! 
种排法；甲、乙位置可以互换，有 C ! 种排法.由乘法原理，有利事件 


数为 C !(« —2)!，所以 

p = C \ Cn — r — 1) (« — 2) !/«! =2(” 一 r — l )/[ w(w — 1)]. 

(2) 甲、乙两人相邻看作占一个位置，而甲、乙位置可以互换， 
故有 C 〗( n —1)! 种排法，所以 

p ~ Cl ( n — l ) l/nl ~2/ n . 

例25设 w 个人排成一圈，求：（1)按顺时针方向，由甲到乙中 
间相隔 r 人的概率，*(2)甲、乙两人相邻的概率. 
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解〃个人排成一圈，是环排列. 

(1) 因为是环排列，就没有首尾之分.甲、乙按顺时针方向排 
列，中间相隔 r 人的基本事件数是《人取2人（甲与乙）的排列，有 

种，而甲的位置有《种选法，所以 

p = n / Pl ~ l/(n — \). 

(2) 设想甲、乙占一个位置，甲、乙可以互换，则甲、乙相邻有 
2(« — 2)! 种排法.而一圈只有(《 — 1)!种排法，所以 

p =2(, n 一 2) ! /(« _ 1) ! =2/(” 一 1). 

更简单的想法 是：一 圈有”个位置，甲占了一个位置后，乙还 
有《_1个位置可供选择，而与甲相邻的仅两个位置，所以 

三、几何型概率问题 

几何型概率保留了古典型概率的等可能性特征，但样本点的 
个数为无限(不可列）个.要根据具体问题选择恰当的几何测度，然 
后计算事件的概率.怎样选择几何测度，可详见本节疑难解析 5. 

例26某轻轨车站每隔5 min 有一轻轨车通过，乘客随机地 
来到车站候车，求乘客候车时间不大于3 min 的概率 • 

解由于乘客在5 min 内的任一时刻到达都是等可能的，符 
合几何型概率等可能性和无限（不可列）性.同时，只有一个因素 

——时间 f 在变，所以用几何量长度来 测度. 由题意，得 

LCA ) 3 

例27将长度为 a 的线段任意分为三段>_,_, 
(见图 L 6) ，求此三线段能构成三角形的概率. 

解设三线段长为工，^^ — : c _3/， 有两个 
因素 xo / 变化，所以用几何量面积来测度. 

(1) 由题意，有 0<: c < a ，0<： y < a ，0 <x 

- j - y < Ca » 满足此条件的点充满三角形 内. 而满足构成三角形 
的点可这样求得 ：由边 的关系，得 
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f x-^ry^>a — x — y ^ 

(a — x — 7 )+ 3 ^ 〉了， 

Aa — x — y) J t-x'>y J 


’jr + ： y>a/2, 

即 ^ x < Ca / 2 y 
, 3 / <^/2. 


满足上述条件的点充满图 1.7(a) 中阴影域内，故、 

5(^) = 阴影域的面积 =1 
/一以⑺―大三角形的面积 — 4 _ 




图 1. 7 

(2) 也可以这样求解 ：因为 OOCiOC^Ca， 满足条件的点 

充满正方形域.又由组成三角形的边的关系，知 b — T 丨 <a/2, 即 

x—a/2<iy<ix J ra/2. 再考虑 :r<a/2，_y〉a/2 ，则组成三角形的点 

Ca：，：y) 充满图 1. 7(b) 中左上阴影域;>2'〉^3/2,3^<^/2，则组成三角 

形的点充满右下阴影域.所以 

__ SC4) = 阴影域的面积 ^ 1 

> — 沉® - 边长为 a 的正方形的面积 — 4 ^ 

例 28 ( 会面问题）两个朋友约定晚8:00至9:00在某地会面， 

若先到者等候20 min 而另一人不到，先到 

者则离去，求这对朋友能会面的概率. 

解 这显然是一个几何型概率问题. 
以 x，y 表示两人到达时间，则有 0<x<60, 
0<_y<60, 样本点 （x，y) 充满正方形域.能 
会面条件 k 一<20,满足条件的点充满 
图 1.8 中阴影域.所以 

图 1- 8 
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阴影域的面积 60 2 — 40: 



S ( Q ) ~正方形的面积 


60 2 


会面问题常用于飞船对接、导弹拦截、码头空出等模型. 

例 29( 蒲丰投针问题）设平面上一系列平行线的间距为 
向平面投一长为2/的针 (/< a ) ，求针与平行线相交的概率. 

解如图 1.9 U ) 所示，以: y 表示针的中点到最近一条平行线 
的距离，表示针与直线的交角，则样本空间的 
点 ( x ，30 充满图 1. 9( b ) 中的矩形区域 • 



( a ) ( b ) 


图 1. 9 

要针与平行线相交，应有 3；</ s i ni r ， 满足条件的点充满图 1. 9 
( b ) 中阴影区域.所以 

粒 m =丄 r ls[nTdjc ^?i 

P S ( O ) 矩形的面积 an } o lSinTCXJ0 an 

例 30 甲、乙两人相约下午1:00到2:00之间到某站乘公共汽 
车外岀，他们到车站的时间是随机的.设在1:00到2:00间有四班客 
车开出，开车时间分别为1 : 15、1:30、1 : 45、2:00.求他们在下述情况 
下同坐 一^ 班车的概率：（1)约定见车就乘 K 2) 约定最多等 一 班车. 

解设甲、乙到站时间分别为 x ， ： y ，则 l <* r <2 ， Ky <, 2 . 样本 
点 Or ，_ y ) 充满正方形区域[1，2;1，2]，正方形区域可分为16个小方 
格，如图 1. 10所示 • 

(1) 见车就乘的情形反映为图上画有交叉线的阴影区域，所以 

p — A/1Q= 1/4. 

(2) 约定最多等一班车的情形反映为图上的阴影区域，所以 

户 =10/16 = 5/8, . 
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2~r ^ ^ B 

’X 

图 l.io 图 l.ll 

例 31 在线段 [0， a ] 上任意取三个点1，^，2：，求三线段长：1：，7, 
之能构成三角形的概率. 

解因为0^3：<0,0<3 / < <2 ,0<2^«，所以样本点（:?'，3；，2：)充 
满以 a 为边长的长方体(见图 1. 11). 几何测度取为体积. 

能构成三角形，则还应 满足： 

，即点 （ x ，_ y ，2：) 在 OAC 平面下方； 

_yO + 2：， 即点 （ x ，_ y ，2) 在 QBC 平面上方； 

，即点（工， Jd ) 在平面上方. 

所以点 U ，： y 4) 充满六面体 OASCD 内部. 

VU ) 六面体 QABCD 的体积 
P — 边长为 a 的正六面体的_ 

a z -ZXl/ZXa z /2Xa 1 


第三节条件概率与全概率公式 


主要内容 

1. 条件概率 

设是试验£：的两个事件，且 P ( A )#0, 则在事件 B 发生的 
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条件下 A 发生的概率称为事件 X 在条件 B 下的条件概率，记为 
P ( A \ B ). 

2. 条件概率的计算方法 

(1) 在试验 E 的样本空间中计算 
P ( A \ B )= P ( AB )/ P ( B ), 当 P ( S )>0 时； 
P { B \ A ')= P ( AB )/ P ( A) i 当户(4)>0时. 

(2) 在缩减样本空间中计算此时样本空间由 D 缩减为万，有 

利事件为所以 

P ( A \ B ) = P ( AB ) (这时尸 （5) = 1). 

3. 乘法定理 

乘法定理是求积事件概率的基本定理. 

(1) 若 P ( A )>0, 则/ 

(2) 若 PG 4 B )>0, 则尸尸 ( CiAB ); 

(3) 若尸（义义…凡-!)〉。，则 
PCA . A^-AJ 

AJPMs lAA ) …尸（凡 …九 -!)• 

4. 完备事件组 

设 《 Q 为 E 的样本空间，氏 ，艮，…，凡 为£的一组事件，若 

(1) BiBj = 0 , £古_/，且/，^7=1，2广_-，《， 

n 

(2) （及）> 0 ， 

，二 1 

则称艮，私，…，凡为 n 的一个完备事件组，又称之为 n 的一个划分 • 

5. 全概率公式 

设氏，^，… ，凡为 D 的一个完备事件组，若对£:的一个事件 
A ^ P ( Bi )>0 (*_ = 1，2^“，《)，则有全概率公式 

尸 （ 4) = ^]/> (及） 尸04丨凡) • 

; — I 

6. 贝叶斯公式 

设及，艮 ，…，艮 为 n 的一个完备事件组，若对£:的一个事件 
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/!，有尸 C 4)>0, 尸 （ S ,)>0 G -= l ，2, …， n )， 则有贝叶斯公式 


P(B t \A)^= 


ri 




1，2 ，…， n 


疑难解析 


i . 条件概率为什么是概率？它与无条件概率有何区别？ 

答条件概率尸 G 4| B ) 可以认为是5发生的条件下缩减样本 
空间石中事件4的概率，可以验证它符合概率的三条性质 ：非负 
性、规范性和可列可加性，因此它是一个概率. 


条件概率是在试验£的条件下又加上一个新条件（如5发生) 
时，求事件（如 A ) 的概率.因为条件增多，则可以理解为：（1)样本 
空间 <0不变，有利事件改变（由 A 变为 AB ， 一 般地有 X 二 ) AB ); 
(2) 或样本空间 D 缩减为仏有利事件 A 改变为所以，一般 
有 

P(A)^P(A\B). 


2 . 条件概率与积事件概率尸 ( XB ) 有何区别与联系？ 
答条件 概率尸 04 IB ) 是在试验£：的条件下增加条件5发生 

后，求得的事件 A 发生的概率.而积事件 P ( A 6) 是在试验£的条 
件下同时发生的概率.它们的区别就在于，它们发生时的条件 
不同（虽然都是同时发生）. 

其联系是 P (川 S ) 与可以相互表示，即 
P(A\B)=P(AB)/P(B) f P(AB)=P{B)P(A\B). 

3. 全概率公式与贝叶斯公式有何联系？它们反映什么样的概 


率问题？ 

答全概率公式与贝叶斯公式是计算复杂事物概率的重要工 


具. 


* 


若把全概率公式中的4视为“果”，而把 D 的每一划分反视为 
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“因”，则全概率公式反映“由因求果”的概率问题.公式 P ( A ) = 
(凡） PMI 汉）中的尸（反）是根据以往信息和经验得到的，所 

i— 1 

以被称为先验概率.而贝叶斯公式又称为“执果溯因”的概率问题， 
即在结果 Z 已发生的情况下，寻找 /发生 的原因•公式尸 = 
7 3 (川汉)7 :> (反)/户(^4)中的/ > (5」/1)是得到“信息^4后求出的，所 
以被称为后验概率. 

先验概率与后验概率有不可分割的联系，后验概率的计算是 
以先验概率为基础的.由贝叶斯公式知，求 P (疚 M ) 要用到尸(/)， 
而 P 04) 是由先验概率计算得到的. 

方法、技巧与典型例题分析 

一、 条件概率问题 

求解条件概率的关键是能正确地运用条件.分析条件的发生 
对样本空间的影响，然后再来考虑计算条件概率，必然可以减少或 

避免错误. 

条件概率的计算方法主要有 两种： 一是利用公式 = 
尸 ( ABVPCB ) 计算，要注意到尸（儿 B ) 与 P ( S ) 都是在样本空间 D 
中 计算； 二是在缩减样本空间 S 中计算，这里尸（5) = 1，尸（^0 = 
P ( AB ). 其它方法还有用定义或直观意义求条件概率的，但不常 
用.对于较复杂的条件概率问题，则要善于利用概率的运算性质， 

化复杂为简单. _ 

例1已知事件互不相容，且尸 ( S )/0, 求概率 P ( A | S ). 

解因为儿 B 互不相容，所以尸 O 4 B )=0, 有 

〜 」节、 PiAB) PU)-P(AB)_ P(A) 
F(v4|B)--p^- = — } — 尸⑻ — -x-PCBV 

例2 «个人排成一队，已知甲总排在乙的前面，求乙恰好紧 

跟在甲后面的概率. 
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解以 A 记甲排在乙前面事件，以 B 记乙紧跟在甲后面的事 


件，则要求概率尸 (5 M ). 

在不附带条件的排队中，尸 M ) = P ( Z ) = l /2. 由于样本空间 


有 n ! 个基本事件，乂有《!/2个基本事件，有 (《—1)! 个基本事 
件(将甲乙看作一个人的全排列，甲、乙不能交换），则 


P ( BjA ) 


P ( AB )^( n - l )! h \/2 = 2 

P ( A ) ~ n \ I n \ n 


若在缩减样本空间中计算，则 

尸 = — 1)!/专=香. 

例3电影院的票价为每张5元，今有 m +« 个人排队购票，设 
有 m 人持有5元币，其余”人只有10元币.若每人限购 一 张 

票，且售票处没有准备零币，求无人等待找钱的概率 • 

解以〜 ， a 2 , …， A 记 n 个持10元币的人，以乂，6 2 ,…，记 m 
个持5元币的人.要没有人等待找钱，则在第纟个持10元币的人之 
前必须有多于 〖个持 5元币的人，所以是条件概率问题. 

设瓜为心不等待找钱的事件，则 


P ( A X ) 


m 


”2 + 1 


( m 个持5元币人加一个持10元币人不排在第一位) • 


P (山 |八）= 


m 




1 


m 


P (^3 -^1^2 ) = 


m — 2 
m — l 


* 

* 

■ 

m — n +1 
m —— n + 2 



所以，没有人等待找钱的概率为 

m m 一 1 m — n-j-l 

_ __ — • • - 

7W +1 m m _ n + 2 
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171 — ” + 1 

+ 1 _ 

例4 掷三 枚骰子，已知得到的三个点数不同，求其中含有点1 
的概率. 

解 用条件概率定义求解.设 A 为三个点数不同的事件, 
为其中含有点1的事件. 

样本空间的基本事件数为6 3 = 216,4包含基本事件数为汽= 
120 , AB 含基本事件数尸 〗CI = 60, 所以 

P (/ l ) = 120/216 = 5/9， P ( AB ) = 60/216= 5/8， 

P ( B | A ) = 60/120= l /2. 

例5 —袋中有 r 个红球4个白球，每次从袋中任取一个球观 
察后放回，同时放入 a 个与其同色的球.在袋中连续取球四次，求 
第一、二次取到红球而第三、四次取到白球的概率. 

解以 A G = l ，2,3,4) 记第，•次取到红球的事件，则所求事 

-^r 

件为其概率为 

PCAiA z A 3 A a ) = P(Ai)P(A 2 1 AOPiA^ I AiAz)PiA^ \ AiAzA z ) 

_ r r-\-a t ^ t 

r^rt r ^ rt-^a r +^ + 2^ + 

__ ?^(r + a )( t +<2> _ 

( r +0( r +^+ a )( r+t + 2 a )( r +^+3 W 

例 6 已知某家庭有 3 个孩子，其中至少有 1 个是女孩.求这个 
家庭至少有1个男孩的概率(设生男生女的概率相等) • 

解 以乂记至少有1个女孩事件，以 B 记至少有1个男孩事 
件，求 PCBM ) 用公式尸(別乂）=尸045)/户(4). 

由 F ( X )=( l /2) 3 = l /8, 得 PG 4) = 7/8, 尸（及 ) = 7/8. 

由万与 S 互不相容,3芳-=万+芳，得 

P ( AB ) = P { A )-\- P ( B ) = l / A ^^ PiAB ) = 3 / A , 

所以 P ( B \ A )= P ( AB )/ P ( A ) = ( 3 / A )/( 7 / S ) = 6 / 7 . 

例7已知《件产品中有 w 件次品，从中任取2件.在得知其中 
1件是次品的情况下，求另一件也是次品的概率_ 
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解 以冷 记2件中至少有1件次品的事件，以义记2件全是 
次品的事件，要求 

因为二) A ， 所以 

A 1 A 2 ~ A 2 » P ( A 1 A 2 ) = P ( A 2 ). 

而 P ( A 1 ) = l - P ( A 1 ) = l - Cl-, n /a 

== [_ m ( 2 n 一 m 一 1 ) J/[_w in 一 1)] ， 

P{A 2 )= Cl,/Cl = [7M (m — 1) ]/[n (« — 1 )] ， 

所以 尸尸 

=(?n — 1)/ ( 2 n — m — 1). 

例 8 已知掷 5 枚硬币时至少出现 2 个正面，求正面数恰为 3 
个的概率. 

解 以 B 记至少出现2个正面事件，以 A 记恰好出现 i _ 个正面 
事件，则 B = + + 山 + A 5 . 

由于 A 互不相容， SZ ^4 3 ，^4 3 B = A 3 , 而 

P ( A 3 )^ Cl / 2 \ 尸 （5) = ( Cl + Cl + C ^+ C 5 5 )/2 5 

(因为掷5枚硬币基本事件为2 5 个， A 含基本事件 C s 个），所以 

P ( A 3 \ B )= PiA 3 B )/ P ( B )= P <： A 3 )/ P ( B ) 

= C |/( Ci + a + Ct + a ) = 5/13. 

二、全概率公式与贝叶斯公式问题 

在求解全概率公式与贝叶斯公式问题时，表面上似乎只要套 
公式就可以了，其实很容易岀错 • 因此，特别要注意以下两点：（1) 
寻找一个正确的样本空间的完备事件组（划分)私，五 2 ，…，凡，并 
准确计算 P ( 汉） 和丨汉） 的值； （2) 不要混淆 P (乂 I 5,) 与 
尸 （ SJA )， 因为两者完全不同. 

例 9 甲、乙、丙三个工厂生产了一批同样规格的零件，它们的 
产量分别占总产量的20%，40%，40%，它们的次品率分别为5%， 
4^,3%.今从仓库中任取1个零件，它是次品的概率为多少？ 

解以4，木， A 3 记分别取到甲、乙、丙厂生产的零件的事件， 

以 B 记零件为次品的事件，则 
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P(A x ) = 0. 2f P(A 2 ) =0. 4 ^ 尸 （ A 3 )=0.4 ， 
P(B\A l )=0. 05, P(B\A 2 )=0. 04, P(B\A 3 )^0, 03, 

因为 a ，八， / i 3 为一个完备事件组，由全概率公式，有 

3 

P(B) = ^P(A i )P(B\A t ) 

= 0. 2 X 0. 05 + 0. 4 X 0. 04 + 0. 4 X 0. 03 = 0. 038. 


例 10 有两箱同型号的零件, A 箱内装5◦件，其中一等品10 
件; B 箱内装30件，其中一等品18件.装配工从两箱中任选一箱， 
从箱子中先后随机地取两个零件(不放回抽样) .求： 


(1) 先取出的一件是一等品的 概率； 

(2) 在先取出的一件是一等品的条件下，第二次取出的零件 
仍是一等品的概率. 

解以分别记从 A 箱、 B 箱内取得一等品的事件•由已 
知条件尸并设 C , 为第 i (纟=1，2)次取得一等品 
的事件. 

(1) 因为 / > ((： 1 |70 = 1/5 ， / ? (( ： 1 | 丑 ）= 3/5，依全概率公式，得 
P ( C l )= P ( A ) P ( C 1 \ A )-\- P ( B ) P ( C l \ B ) 


(2) 由条件概率公式与全概率公式 
P(C 2 |C 1 )=P(C 1 C 2 )/P(C 1 ) 

= lP ( A ) P ( C l C 2 \ A )^ PiB ) P ( C l C z \ B )2/ P ( C l ) 


2 


10 X 9 , 18 X 17 



5 


0. 4856- 


50 X 49 1 30 X 29 
例11已知某批产品的合格率为 0.9 •检验员检验时，将合格 

品误认为次品的概率为0_ 02, 而一个 次品被误认为合格的概率为 


0. 05 •求： 

CD 检査任一产品被认为是合格品的概率； 

(2) 被认为合格品的产品确实合格的概率. 

解 以 B 记一个产品检査被认为合格的事件，以 Z 记产品确 
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实合格的事件，则 A 构成一个完备事件组 ，尸 M )=0. 9, P ( A ) 
= 0. 1, P ( BU ) = 0 - 9 S , P ( B \ A ) = 0. 05, 于是： 

( 1 ) 由全概率公式 ，一 个产品被认为合格的概率为 

P ( B )^ PCA ) P ( B \ A )-\- P ( A ) P ( B \ A ) 

= 0. 9 X 0. 98 + 0. 1 X 0. 05 = 0. 887, 

(2) 由贝叶斯公式，被认为合格的产品确实合格的概率为 

P ( A \ B ) = [ P ( A ) P ( B \ A )']/ P ( B ) = 0. 9 X 0. 98/0. 887 

= 0, 994. 

例12某人到武汉参加会议，他乘火车、轮船、汽车或飞机去 
的概率分别为 0.2,0. 1,0. 3和 0.4. 如果他乘火车、轮船、汽车前 
去，迟到的概率分别为1/3,1/12和 1 A ， 乘飞机不会迟到.结果他 
迟到了，求他乘汽车去的概率. 

解以 B 记开会迟到事件，以分别记某人乘火 
车、轮船、汽车和飞机去的事件，则為， A 2 ， A 3 ， A 4 为一完备事件组. 
由全概率公式 

4 

P ( B ) = ^ i P ( A I ) P ( B \ A i ) 

= 0. 2 X 1/3+0.1 X 1/12+0. 3 X 1/4+0. 4 X 0 
= 0. 15. 

又由贝叶斯公式，迟到是因为乘汽车的概率是 

PiA ,\ B ') = (0. 3 Xl /4)/0.15 = 0.5. 

例13某炮兵阵地有甲、乙、丙三门炮，三门炮的命中率分别 
为0.4,0.3,0.5，设三门炮同时向一目标发射炮弹，结果共有两发 
击中该目标，求此时是甲炮击中的概率. 

解这是一个“执果溯因”问题 • 以 A ， v 4 2 , 儿分别记甲、乙、丙 
击中的事件，则 P ( A )=0. 4,尸 （木 ）= 0. 3,尸 ( Z 3 ) = 0. 5. 又以乂记 
三发炮弹有两发击中的事件，以 B 记三炮齐射甲炮击中的事件，则 
所求为尸 （5| A ). 

若事件5发生，则另一发命中的为乙炮或丙炮所发炮弹，故 
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PiA \ B ) = P ( A 2 ) ll - P ( A 2 )^ + ll - P ( A 2 )'] P ( A z ) 

= 0. 3 X 0. 5+0. 7 X 0. 5 = 0. 5, 
P ( A |5)= P ( A 2 ) F ( A 3 ) = 0. 3 X 0. 5 = 0, 15, 


所以 

P ( B \ A ) = lPdB ) P (. A \ B )^/ lPCB ) P ( A \ B )-^ PiB ') PiA \ B )2 

= (0. 4 X 0. 5)/(0. 4 X 0. 5 + 0. 6 X 0. 15) = 20/29. 

例 14 设有 24 个外形相同的球分装在三个盒子内，每盒装 8 
个.第一盒内有5个标有 A 的球，3个标有 B 的球; 第二盒内有红球 
和白球各4个;第三盒内有红球6个，白球2个*先从第一盒中取1 
个球，若是 A 字球，则在第二盒中任取1个球;若是 B 字球，则从第 
三盒中任取1个球，求第二次取得的球是红球的概率. 

解以4记第一次从第一盒中取 
得 A 字球事件，以 S 记第一次从第一 
盒中取得 B 字球事件，以 C 记第二次取 
出红球事件，则可利用“概率树”图形 
(见图 1. 12) 分析表示事件的关系. 

依题意有 

P ( A ) = 5/8, P(B) = 3/8i 
P ( Ci ^) = 1/2, PCC\A) - 1/2； 

F ( C | B ) = 3/4, P ( C |5) = l /4. 

由全概率公式，得 

P ( C ) = P ( C | A ) FOO + P ( C | B ) P ( B ) 

= 1/2 X 5/8 + 3/4 X 3/8 = 19/32. 

概率树是用来分析复杂事件中事物间关系的一种既形象又有 
效的方法，凡是利用全概率公式求解的问题，都可以借助概率树直 
观、清晰地表示概率关系 • 

例15某卫生机构的资料表 明：患 肺癌的人中吸烟的占 
9 0%，不患肺癌的人中吸烟的占20%.设患肺癌的人占人群的 
0.1%，求在吸烟的人中患肺癌的概率- 
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图 1.12 




解以 Z 记被观察者吸烟的事件，以艮记被观察者中患肺癌 
的事件 ，以私 记被观察者中不患肺癌的事件，则氏，尽为一完备 
事 件组. 依题意有，尸 （50 = 0. 001, P ( S 2 )- 0. 999, 尸 （乂丨私）^ 
0,9， PC 4| 氏 ）= 0,2, 所以，由贝叶斯公式，得 


P ( B X \ A ) 






尸 （5) 尸(川 S 2 ) 

(0. 001 X 0, 9)/(0. 001 X 0, 9 + 0. 999 X 0. 2) 


= 0. 0045* 

显然 ，患肺癌的人中吸烟者的比例很高不等于吸烟者中患肺 
癌的比 例很高，即尸(私 M ) 关尸 (4 艮），故不能以患肺癌的人中吸 
烟者比 例很高而认为吸烟者患肺癌的比例很高. 

第四节独立性与伯努利概型 


主要内容 

f 

一、 独立性 

1. 两事件相互独立 

对随 机试验£的两个事件山 B ， 若尸 CB )， 则称 
A . B 为相 互独立的事件，也简称事件独立. 

(1) 若 A ， J 5 相互独立，则4与与与 B 也相互独立. 

(2) 若儿 S 相互独立，则户(五|>0=尸05)，戶（45)=尸04). 

反之亦然. 

2 . 三事件相互独立 

若对 A ， B ， C ： 三事件，以下等式 成立： 

P ( AB )^ P ( A ) P (： B '), P ( BC )= PCB ) P ( C ) 1 




PCAC )^ P ( A ) P ( C ), P ( ABC )= P ( A ) P { B ) P < iC ), 
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则称相互独立. 

若仅前三个等式成立，最后一个等式不成立，则称 >4， B ， C 两 
两独立. 

3. «个事件相互独立 

若对《个事 件氏， a 2 ，…，凡，对于任意的 a 及 kg 

，等式 

尸 (AA … 儿 *)=?(') 尸 ( 人 2 ) 

成立，则称 A ，4,…， A •相互 独立. 

上面的等式实际含有 2"- n - l 个等式. 

二、伯努利概型 

若将试验五重复进行/!次，每次试验的结果互不影响，则 称” 
次试验是相互独立的. 

若试验£:只有两个可能结果 M 或万，则称五为伯努利试验. 
将试验£独立地重复进行 n 次，则称£为《重伯努利试验. 

在《重伯努利试验中，若一次试验时事件 A 发生的概率为户， 
则在《重伯努利试验中4发生6次的概率为 

P { X = k )^ C k n p k a - pY ~ k . 

由于尸 { X =々}= C !!/(1—/») h 恰好是二项式(户 + g ) fl 的展开 
式中含 〆 的项，所以又称之为二项 概率. 

疑难解析 

1. 两事件相互独立与两事件互斥这两个概念有什 
么关系？ 

答两者没有必然的联系.两事件 A ，5 相互独立，则 Z 发生 
与 B 发生无关，两者互不影响；两事件 Z ， B 互斥，则 Z 发生一定有 
B 不发生，两者是相互影响的. 

图 1.13 为相互独立（图 （ a )) 与互斥（图 （ b )) 的一个 
例子. 可以看出 xA , B 相互独立时可能非空，而互斥时一 
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定有 

2. 有放回抽样和无放回抽样与独 
立性有什么关系？ 

答有放回抽样时，对抽出的样 
本观察后仍放回，因此样本空间没有 
发生变化，两次抽样可以看作独立的 
重复抽样，计算事件的概率时就可以利用独立性概念.无放回抽样 
时，抽出的样本不再放回，因此前后抽样的样本空间是不同的，不 
能作为独立的重复抽样处理，计算概率时不能利用独立性概念 ，一 
般依据条件概率、乘法公式与其它运算法则处理. 

3. 多个事件的两两独立与栢互独立有什么不同？ 

答对两个事件而言，两两独立与相互独立是一致的，而两个 
事件以上时，两者就不同了.两两独立是指其中任意两个事件相互 
独立，而全部事件相互独立是指其中任意个事件都相互独立.如事 
件组4,4 2 ,…，相互独立包括两两独立、三三独立……«个事 
件独立. 

由《个事件两两独立不能得出 w 个事件相互独立，但后者可以推 
出前者.如掷一个正四面体，其中三面分别写有 A ， B ， C 字样，另一面 
写有 ABC 字样.观察朝下一面上的宇母，得尸 = = 

l /2, P ( AB )= P ( A ) P ( B ) = l /4, P ( AC )= J P ( A ) F ( C ) = l /4, 
P ( BC ) = P ( S ) 尸(0 = 1/4,但 

足以见得，三事件的两两独立，不能推出三事件的相互独立. 

4. 随机事件的相互独立与随机试验的相互独立怎样区分？ 

答随机事件的相互独立是指同一随机试验中各个随机事件 

的发生互不影响、相互独立的性质.随机试验的独立性有两种类 
型：一 是重复试验的独立性，如某人昨天投篮试验的结果与今天投 
篮试验的结果可以认为是独立的，《重伯努利试验是随机试验独 
立的典型例子;二是不同随机试验的独立性，即从不同的随机试验 
中各取任一随机事件，则它们是相互独立的，如某车间各机床是否 
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正常工作是独立的，某电路各元件是否可靠也是独立的. 

5. 怎样区分试验是否为伯努利试验？ 

答 只有两个结果的独立重复试验称为伯努利试验.要注意 
的是两个结果不等于两个样本点，如射击，成绩可以是0环、1环 
……10环，但我们可以分为命中、不中两个结果.如果只考虑事件 
A 是否发生，则可以把试验£的其它事件都看作 X ，那么试验£就 
是一个伯努利试验，因此伯努利试验是广泛存在的.而《重伯努利 
试验是在相同条件下重复进行的伯努利试验，概率的统计定义就 
是由此概率模型得出的，以后将要讲到的许多分布也与其有关. 

方法、技巧与典型例题分析 

一 、独立性问题 

独立性是概率计算的一个重要条件，许多定理与公式仅在独 
立性条件下才成立.因此首要的问题是判别所要计算的概率中的 
各事件是否相互独立.判别的方法是：（1)用定义验证，但当事件 
较多时会比较 困难； （2) 根据实际问题，由经验确定是否相互独 
立.在实际计算时，要牢记一些常用的公式与结果（见主要内容）， 
并能熟练运用它们. 

例 1加工某一产品有三道工序.设第一、第二、第三道工序的 
次品率分别为2%，3%，5%，假定各道工序相互独立，求完成的产 
品的次品率. 

解以，戌记第一、第二、第三道工序合格事件，记 A 为 
产品为合格品的事件，则尸 （4)=0. 98,尸 M 2 ) = 0. 97,尸 G 4 3 ) = 

0. 95. 由乘法公式和独立性，得 

P ( A )= P ( A 1 A 2 A 3 ) = P ( A l ) P ( A 2 ) P ( A 3 ) = 0 . 90307， 

由逆事件概率，得次品率/> = 1—尸 04) = 0. 09693. 

例2 某工人在车间照管两台不同的机器，由以往经验知，在 
某段时间内，甲机器的停工率为 0. 15,乙机器的停工率为 0. 20.求 
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该段时间内至少有一台机器不停工的概率. 

解以分别记甲、乙机器不停工的事件，可由经验断定 
甲、乙机器停工是独立的.所以，所求概率为尸 C4+B) ，且 

P ( A - hB ) = P ( A )+ P ( B )- P < iAB ) 

= PiA )- hP ( B )- P ( A ) P ( B ) 

= 0. 85 + 0. 8 — 0. 85X0. 8 = 0. 97. 

例 3 —门炮对同一目标进行了三次独立的射击，三次射击的 
命中率分别为 0.4,0.5,0. 7 ，求： 

(1) 三次射击中恰有一次击中目标的概率； 

(2) 三次射击至少有一次击中目标的概率. 

解以 浅记第 z 次击 中目标的事件，则 

P(AO = 0 . 4, P (. A 2 ) = 0 . 5, PiA 3 ) = 0 . 7 . 

(1) 以 B 记恰有一次击中目标的事彳牛，得 
P ( B ) A l A 1 A i \ jA l A z A i ^ (由互不相容性） 

) + P ( A l A 2 A 3 )+ P (. A ^ A ,) ( 由独立性） 

= 0. 4X0. 5X0. 3 + 0. 6X0. 5X0. 3 + 0. 6X0. 5X0, 7 


= 0, 36. 

(2) 以 C 记至少有一次击中目标的事件，得 

P(C) = l-P(C) = l-PiA l A 2 AO = l-P(AOP(A 2 )P(A 3 ) 


= 1 — 0, 6X0* 5X0. 3 = 0. 91. 


例 4 某系统如图 1. 14所示，继电器触点1，2,3,4,5,6闭合的 
概率均为化且各继电器触点的闭合是相互独立的，求系统是通路 


的概率. 

解将系统分为子系统，子系统又分并联与串联，实行分步骤 


方法来求系统是通路的概率 • 

(1) 在第一个子系统中，2与3是串联，线路接通是交事件，由 
独立性知，接通的概率为^> 2 ;而1与2,3是并联，接通的概率用逆概 

率求，为1 一 （1 _ /0(1 —〆）= 户 +〆一〆• 

第二个子系统接通的概率为与第一个子系统串联，是交事 
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图 1. 14 

件，故整个系统是通路的概率为 

P\~ pip~\- p 1 _/> 3 ) =/> 2 + /> 3_ /> 4 . 

(2) 系统由三个子系统并联而成，逐个求出子系统线路接通 
的概率，再合成求整个系统是通路的概率. 

在第一个子系统中，1与2是并联，1，2与3是串联，所以，线路 
接通的概率为 [1— (1 — />) (1 — />)]/>; 第二个子系统线路接通的概 
率为/>;第三个子系统由5,6串联而成，线路接通的概率为 〆 .于 
是，系统是通路的概率为 

pz —1 —[1 —/> 2 (2—/>)](1—/>)(1 — /> 2 ) 

— p -\~ Zp z _ Ap 3 _ / > 4 H - 3 / > 5 —/ > 6 . 

例 S 排球比赛的规则是 5 局 3 胜制 . A 、 B 两队的胜率分别为 
0. 6和 0. 4. 前两局 A 队以2 : 0领先，求 A 队获胜的概率. 

解以 A (/ = 3,4,5)记 A 在第纟局获胜的事件，以 S 记 A 队 
获胜的事件，则尸 ( A ) = 0. 6. 所以 

P ( B )^ P { A 3 { jA , A i { jA 3 A , A ,) 

= PM 3 )+ P ( Z 3 ) PG 4 4 )+ 尸（瓦）尸（瓦） P 04 5 ) 

= 0. 6 + 0. 6 X 0. 4 + 0. 6 X 0. 4 2 = 0. 936. 

例6在一批; V 个产品中有 M 个次品，每次任取一个，观察后 
放回 ，求： 

, (1 ) w 次都取得正品的概率； 

(2) «次中至少有一次取得次品的概率. 

解因为是放回抽样，可以认为各次抽取相互独立.以 A 记 
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第 z 次取得合格品的事件，则 P ( A ) = 1 — M /； V . 

( 1 ) pi ( 戊） 

=(1 — M / W , 

(2) p 2 ^l — pi — l — (l — M / NY , 

例 7 设尸 G 4)>0, 尸 ( S )>0, 证明： 

A , B 相互独立尸（川 = 

证 必要性若4，5相互独立，则 

P ( A \ B )= A , P { A \ B )= A , 

所以 P ( A \ B ) = P ( A \ B ). 

充分性若 PM | S )= PC 4| B ) , g |3 

F ( A 5) 尸04苫）__尸（45) P ( A )- P ( AB ) 

' 尸 d = J ^) P ( B ) = ^ * \- PlB ) ’ 

得尸04忍）=尸04)尸 (5), 即儿5相互 独立. 

例8设相互独立，且 P (九 ^)=/ ? (：?5) = 1/4，求概率 
尸 M ) 与尸 （5). 

解由相互独立知 : A^B 相互独立，相互独立. 

P ( AB )= P ( A ) a - PCB ))=- l / A , 
P ( AB )= PCB )( l - P ( A )) = l / i , 

于是 P ( A )- P ( A ) P ( B )^ P ( B )- P < iB ) P ( A ) 

从而 P ( A )- P(Ay = l /^=^ P ( A ) = P { B )^ l / 2 . 

二、伯努利概型问题 

在求解伯努利概型问题之前，首先要确认试验是否是 〃重独 
立试验，再确认试验结果是否只有两个.要求：（1)确定重 数”及 
一次试验中 A 发生的概率化（2)确定所求 A 发生的次数々（或 
PG 4) 的取值范 围）； （3) 用二项概率公式计算 A , Q ) (或确定々值) • 
例9求 /I 重伯努利试验中 A 成功奇数次的概率 • 

解设一次试验中 Z 成功的概率为/>，则成功奇数次的概率 
可利用二项展开式求得.将 
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2 + …=1， 

相减，得所求概率为 

P CWL+C^V- 3 + … 

=[ l -( g -/>)"]/2=[ l —( l -2/))”]/2. 

例 10 某商场各柜台受到消费者投诉的事件数为 0,1,2 三种 
情形，其概率分别为 0. 6,0. 3,0. 1. 有关部门每月抽査商场的两个 
拒台，规定 ：如果 两个柜台受到投诉之和超过1,则给商场通报批 
评; 若一年中有两个月受到通报批评，则该商场受挂牌处分一年. 
求该商场受处分的概率. 

解以 A 记商场某月受通报批评事件，以5, G = 0， l ，2) 圮第 
一个柜 台受〗 次投诉的事件，以 C , 记第二个柜 台受〗 次投诉的事 
件，则 

PCA )= P ( B Z C 0 + B 0 C Z + B 0 C 0 ) (由加法公式、独立性） 

= P (5 2 ) P ( Co )+ J P ( So ) P ( C 2 )+ P ( B 0 ) P ( Co ) 

— 0. 1 X 0. 6 + 0. 6 X 0.1 + 0. 4 X 0. 4 = 0. 28. 

以 X 记一年中受通报批评次数，则 

P { X > 3 } = l - P { X = 0 }- P { X = l }- P { X -= 2 } 

=1— C ? 2 X 0. 28° X 0. 72 12 — Ci 2 X 0. 28 X 0. 72 11 
- Cf 2 X 0. 28 2 X 0. 72 10 
= 0. 696. 

例 11 一批产品数量很大，其次品率为 o . 05 ，从中抽出 50 个 
进行检验，若次品数超过1个，则认为这批产品是不合 格的. 求这 
批产品被认为是合格的概率. 

解由于产品数量很大，可把一次抽50个视同于有放回地抽 
50个，当作50重伯努利 试验. 因此，这批产品合格，相当于50个产 
品中次品不超过1个•由 P ~ 0 - 05 ，n = 50, 得 

p = CtoXO . 05 。 X 0. 95 50 + C ^ oXO . 05 X 0. 95 49 = 0. 2794. 

例 12 某厂生产了一批产品有15000件，其中次品150件•现 
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从产品中无放回地随机抽取 100 件，求恰有 2 件次品的概率. 

解这是一个超几何分布的概率模型， 7 V =15000， M =150，《 
= 100,所以 

V. — 厂98 / 广 100 
P — ^150^14850/ ^ 15000 ， 

显然很难计算.因为〃很大，/ > = 0.01 很小，可用二项分布近似，即 

Pk^Cloo X 0. 01 2 X 0. 99 98 

仍然不易计算，但 n 很大，令;1=呦=1，则可用泊松分布近似（下章 
将详细讨论），得 

h 

pi ^ l 2 X €~ l /2 l . 

例 13 设在每次试验中，事件乂发生的概率是 />. 进行了《次 
独立重复试验，问 ：事件 4至少发生一次的概率是多少？若要使《 
次独立重复试验中乂至少发生一次的概率不小于 A ，问⑺应取多 
大？ 

解以儿（々= 0，1,…）记事件 Z 出现的次数，则 A 发生一次 
的概率可用二项概率求得，即 

九 = 1—C> 0 (1—(1 —/>)”. 

要使 Pk ^ P \ > SP pj ^\ — (1 —/>)"，有 

1—/^Xl—/>)"=^ln(l — 户】） >”ln(l — />) ， 

所以 n ^ ln(l — / > i )/ ln(l — p ). 

例 14 在《次独立重复试验中， A 在每次试验中发生的概率 
为 0. 3. 进行4次独立重复试验，若 A —次不发生，则 S 也不发生; 
若 d 发生一次，则£发生的概率为 0. 6;若 A 发生两次或两次以上, 
则五一定发生.求事件 S 发生的概率 • 

解以 A >， A 分别记 A 发生零次和一次的事件，以4记 A 发 
生两次和两次以上的事件，则八为一完备事件组，由二项 
概率公式 

PCA 0 )= CiXO . 3° X 0. 7 4 = 0. 2401， 

P (^!)= C ^ X 0. 3 X 0. 7 3 = 0. 4116， 
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P ( A 2 ) = l ~ P { Ao )~ P ( A l ) = 0. 3483. 

又 PiB \ Ao )^ Q , 尸 （ S|/U = 0. 6， P ( BU 2 ) = 1, 

由全概率公式，得 

P ( B )= P ( A 0 ) P ( B \ A ,)-^ P ( A l ) P ( B \ A i ')^ PCA 2 ) P ( B \ A 2 ) 

= 0 + 0. 6 X 0. 4116 + 1 X 0. 3483 = 0. 5953. 

例 15 设某车间有10台同类型的设备，每台设备的电动机功 
率为10 kW . 已知每台设备每小时实际开动12 min ， 它们的使用是 
相互独立的.因某种原因，这天供电部门只能给车间提供50 kW 
的电力. 问： 这天这10台设备能正常运转的概率是多少？ 

解依题意知，要求的是同时开动的设备不超过5台的概率. 
本题可视为10重伯努利试验，/> = 1/5,故 

F { X <5}= F { X =0}+ P { X =1}4- P { X =2} 

+ P { X =3} + P{X = 4}+ P { X =5} 

=自爿})'(音厂 = 0.994. 

例 16( Banach 火柴盒问题）某人带有两盒火柴，每盒有《 
根.每次使用时，任取一盒中的一根，求： 

(1) 发现一盒已空、另一盒恰剩 r 根的概率； 

(2) 一盒取出最后一根时另一盒恰剩「根的概率. 

解以 B ^ B Z 记火柴取自不同两盒的事件，则有户（氏）= 
P ( B 2 ) = l /2. 

(1) 发现一盒已空、另一盒恰剩 r 根，说明已取了 2 n _ r 次•设 
n 次取自氏盒（已空）， 《 — r 次取自盒，第 2« — r +1 次拿起私 
盒，发现已空. 

把取 2«— r 次火柴视为 2« — r 重伯努利试验，把取自艮盒作 
为“成功”，则所求概率为 

p t = 2 XC n 2n - r X (1/2 )”X (1 —1/2) 2 ”— 〜 X 1/2 = CS …/2 2 
式中2反映氏 与艮 盒的对称性（即也可以是盒先取空），1/2反 
映最后一次取氏（或5 2 )盒的概率. 
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(2) 只需将总次数改为 2« — r — 1，最后一'次（即第 2 w — r 次取 
自反（或5 2 )盒， 将在艮 中共取 《 + 1 次改为取《次即可.故 

i _ 广 1 i c\Zn~r~\ 

Pk —^ ln-r- 1 / L, • 

硕士研究生入学试题分析 

一、 本章考试要求 (摘自研究生入学考试大纲，下同） 

1. 了解样本空间（基本事件空间）的概念，理解随机事件的概 
念，掌握事件的关系与运算. 

2 . 理解概率、条件概率的概念，掌握概率的基本性质，会计算 
古典型概率和几何型概率，掌握概率的加法公式、减法公式、乘法 
公式、全概率公式以及贝叶斯公式. 

3. 理解事件独立性的概念，掌握用事件独立性进行概率计 
算；理解独立重复试验的概念，掌握计算有关事件概率的方法. 

二、 本章重点内容 

随机事件的关系与运算，古典型概率问题、几何型概率问题、 
条件概率问题，全概率公式与贝叶斯公式的应用、独立性与伯努利 
概型的应用. 

(一）随机事件的概率 

1. 将一枚硬币独立地掷两次，引进事件掷第一次岀现 
正面}，木={掷第二次出现正面正、反面各出现一次 } ，八 
={ 正面出现两次 } ，则事件（ ). 

( A ) A ^ A 2 yA 3 相互 独立； （ B ) ，儿，八相互 独立； 

( C ) 两两 独立； （ D ) A 2 , A 3 i A 4 两两独立. 

(2003 年三) 

解 选 （ C ). ( A )、（ B ) 显然不成立 ，（ D ) 也不成立 . 相互 
独立，相互独立，儿，九也相互独立，故 ( C ) 成立. 


* 


2. 对于任意二事 件/和 5，（ 
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( A ) 若儿 B 乒0，则—定 独立； 

( B ) 若则有可能 独立； 

( C ) 若 AB 关0，则—定 独立； 

( D ) 若垆0，则—定不 独立. （2003 年四） 

解选 ( B ). ( C ) 显然不成立. 

例如，当 4 = 17( 样本空间），且 A 35 时，尸（45)=尸（5)= 

独立； 但当 a 关 d 时，尸 mb )# 
尸 U ) P (5)， 即不独立•故 ( A )、（ D ) 也不 成立. 

3. 在电炉上安装了4个温控器，其显示温度的误差是随机的. 
在使用过程中，只要有2个温按器显示的温度不低于临界温度 
电炉就断电.以丑表示事件“电炉断电”，设了⑴ ^ 了 (2)^^ (3)^^'(4) 
为4个温控器显示的按递增顺序排列的温度值，则事件£等于事 

件（ ）. 

( A ) { T m > to)i ⑻ { T i 2) > t 0 )i 

( C ) { T {3) > t 0 )f ( D ) { T (4 )^ o }. (2000 年三、四） 

解选 ( C )， 因为 {7\ 3> > M 等价于有 2 个温控器显示的温度 
不低于临界温度. 

4 . 当事件同时发生时，事件 C 必发生，则 （ ). 

( A ) P ( C )= P ( AB)i 

( B ) PCO ^ PU + B )； 

( C ) 尸 ( C )< P ( A )+ 尸⑻ 一1; 

CD ) F ( C )> F ( A )+ P (5) —1. (1992 年四、五） 

解选 ( DX 因为 

PdAB )= PCA ) + PiB )— P { A -^ B ), 

即 P 04 B )^ P ( A ) + P ( B )-1， 

所以 P ( C )> PCAB )> P ( A )+ P ( B )~1. 

5 . 设 Z 和 B 是两个概率不为零的不相容事件，则下列结论肯 

定正确的是 （ ）• _ 

( A ) A 与 B 不 相容； （ B ) Z 与5 相容； 
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( C ) P (, AB )= P ( A ) PiB)- t ( D ) P(A — B )= P { A ). 

(1991 年四、五） 

解选 ( D ). ( A ) 和 ( C ) 显然不成立.当>1 + 5 = 口且>1 与丑互 
斥时, Z 与 B 也互斥，故 （ B ) 也不成立. 

6. 以 Z 表示“甲种产品畅销，乙种产品滞销”,则其对立事件 Z 
为（ ）. 

( A ) 甲种产品滞销，乙种产品畅销； 

( B ) 甲、乙两种产品均畅销； 

( C ) 甲种产品 畅销； 

( D ) 甲种产品滞销或乙种产品畅销. （1989 年四) 

解选 ( D ). 设甲种产品畅销 }， C ={ 乙种产品畅销 } ，则 

a^b5=b+€=b+c. 

7. 对于任意两事件 Z 和召，有尸 ( A —5) = ( ). 

( A ) PCA ^- P ( B )； ( B ) P ( A ')- P ( B )-{~ P ( AB) i 
( C ) P (. A )- P ( AB )； ( D ) P ( A )+ P ( B )- P ( AB ). 

(1987 年五) 


解 选 ( C ). 作文氏图即可得知. 

8 . 已知两个事件满足条件尸(儿 B )= P ( Ze ), 且尸 G 4) = 
户，则尸（5) =_ . (1994 年一） 

ajj m 、f. 

解因为 

= l-lP(A)~hP{B)-P(AB)^ 

所以 P ( B )= l - P ( A ) = l — p ‘ 

P ( AC ) =1/8, 则 A , 5, C 三事件中至少出现一个的概率为 
_ . (1992 年五) 

解 因为尸04£)=尸（50 = 0，所以尸（/1议：）=0.于是 
P(A + B + C )= P ( A )+ P ( B )- hP ( C )- P ( AB ) 







- PCBO - P ^ AO ^ rPiABC ) 

= 3/4—1/8 = 5/8 , 

10- 已知尸 M)= 尸（ B)=P(C：) = l/4 ， / > (yLB) = 0 ， J PMC) = 

尸 cBc )= l /6,则事件儿5， c 全不发生的概率为_. 

(1992 年一） 

解因为 PM + 5+C) = l — 尸 04) —P(5)—PCO+PC/LB) 
+FG4C)+ 尸 （50 = 1 — 3/4 + 1/3=5/12 , 所以 

P(Z 配 )=1— 5/12 = 7/12, 

11. 将 C ， C ， E , E , I ， N ， S 等7个字母随机地排成一排,那么恰 

好排成英文单词 SCIENCE 的概率为_ . (1992 年四、五) 

解 p = P \ P \ P \ P \ P \ P \ P \/ P }^ i /7 l = 1/1260. 

12. 随机地向半圆 0<： y < ： r 2 ( a 为正常数）内掷一点， 

点落在半圆内任何区域的概率与区域的面积成正比，则原点和该 
点的连线与 I 轴的夹角小于 n /4 的概率 
为_ . (1991 年一） 

解利用几何型概率求解.图 1.15 中 
半圆面积为士加 2 ,阴影部分面积为 f « 2 + 

ja 2 , 故所求概率为 

乙 图 1.15 

: h 2 + H /( H =|+ 士. 

13. 设随机事件及其和事件的概率分别为0.4, 

0. 3和 0. 6. 若5表示 B 的对立事件，那么积事件的概率 P ( A ;) 
=_ . (1990 年一) 

解因为 PM + J 5)= PM )+ P ( B )— P ( A 5)， 所以 

P{AB^~0. 4 + 0. 3■— 0. 6 = 0. 1, 

尸 （ AB )= F ( A )— 尸 （ AB ) = 0. 4-0. 1 = 0. 3. 

14. 若在区间（0，1)内任取两个数，则事件{两数之和小于 

6/5) 的概率为 _ • (1988 年一) 
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解用几何型概率求解（见图 1.16) .所求概率为 


p=l X 1—5 


△ BCD 






15,设尸 （ Z ) = 0, 4， P(A + 5) = 0_ 7. 



(1) 若儿 B 互不相容，则 P ( B ) = 

_? (2) 若 A，B 相容，则 P(B) = 

_, (1988 年四) 

解 （1) 若 PG 4 B ) = 0, 则由 
* P(A + B ) = P ( A )+ P ( B ) 9 
得 P ( B )= 0 . 3 . 


图 1. 16 


(2) 若尸 MB ) 关0,则当儿5独立时， 


有尸（乂 + 5)=尸（4)+尸（方）一？（^4)尸（5)，所以/ ? (5) = 0.5. 

16_考虑一 元二次 方程工 2 + Bx + C =0, 其中 5， C 分别为将一 


枚骰子接连掷两次先后出现的点数，求该方程有实根的概率 P 和 
有重根的概率 9. (1996 年四） 

解组成 (5， C ) 的事件有（1，1)，…，（6,6)等36个，要使方程 
有实根，应有 B 2 — 4 C >0; 要使方程有重根，应有 S 2 ==4 C .. 列表分析 
如表 1 . 1 所示，故 


夕=19/36， q = l / 18 . 


表 l . i 


B 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

s 

B 2 ^AC 

0 

1 

2 

4 

6 

6 

19 

B 2 = AC 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

2 


17. 设为两个事件，且尸 M ) = 0. 7 , P ( A - B )= 0 . 3,求 
P ( AB ). (1991 年) 

解因为 

P ( AB )= P ( A )— P(A — B ) = 0 . 7 — 0. 3 = 0. 4， 

所以 P ( AB ) = 1 - P ( AB ) = 0 . 6. 
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18. 从 0，1，2, …， 9 等 10 个数字中任意选出 3 个不同的数字, 
试求下列事件的 概率： 

鳥={3个数字中不含0和 5 h 

/ l z ={3 个数字中不含0或 5}. (1990 年四、五) 

解 任选3个不同元素的组合有 C ?。 种，不含0和5的组合有 Ci 
种，不含0或5的组合有 2 CI - CI 种，故 

P Ci 4 i ) ~ C \/ C\o — 7/15， 

尸 O 4 2 ) = (2 C 3 9 - C 3)/ C ? 0 =14/15. 

19. 若事件 Z ， B,C 满足 Z + C = B + C ：， 问是否成立？ 

(1988 年四） 

解 不一定.如/={1，2,3,4,5}，五={1，2,3}，(：={4,5}，则 
4 + 5=5十 C ， 但 A 矣 B . 

20. 对于任意两事件4和5,与不等价的是 （ ). 

( A ) ACZB ； ( B ) BCZA } 

( G ) AB =0 i ( D ) AB = 0. (2001 年四) 

解 选①).因为即 ZCB ，则所以 
不等价的是 ( D ). 

(二）条件概率与事件的独立性 

1. 设是两随机事件，且0<尸(/0<1，尸 ( S )>0, 尸 ( BM ) 
= P ( B | A )， 则必有 （ ）. 

( A ) P ( A \ B )= P ( A \ B)i ( B ) P { A \ B )^ P ( A \ B) i 
( C ) P ( AB ) = POOP ( B )； ( D ) P ( AB )^ P ( A ) P ( B ). 

(1998 年一) 

解 选 ( C ). 因为尸08|^4)=尸(別3),所以 

P ( AB ^/ P < iA ) = P { AB )/ P ( A ), 

P { AB ) = PCAB ) = PCB )- P ( AB ) 

即 ~P(AY = ~P(aV = — 1- PG 4) —， 

P ( AB )- P ( AB ) P ( A )= P ( A ) P ( B )- PiA ^> PiAB^ f 
因此 P ( AB )^ P ( A ) P ( B ). 


« 
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2 •已知 0< F ( S )<1， 且+ A 2 ) jB ] = F ( A 1 iB ，）+ 
PM 2 | fi )， 则下列选项成立的是 （ )： 

( A ) P [( A x + A 2 ) ISl-PUi | fi ) + P ( A 2 | S ) •, 

( B ) P ( A l B -\- A 2 B )= PCA l B )- hPCA 2 B) i 

( C ) PG 4 1 + X 2 )= FG 4 1 | fi ) + PG 4 z | B ); 

( D ) P ( B )= P ( AOP ( B \ A l )+ P ( A 2 ) P ( B \ Az '). (1996 年四） 
解选 ( B ). 因为 

Pl ( A l + A 2 )\ B ^ = Pl ( A l + A 2 ) BVP ( B ), 

又 P ( A l \ B )+ P ( A 2 \ B )^ P ( A l B )/ P ( B )+ PiA 2 B \/ P ( B ) 

= lP ( A l B ) + P ( A 2 B ) yP ( B ) 
^ PlCA 1 + A 2 ) BVP ( B ), 

所以尸 [0^+415]= 尸 (415) + 尸 M 2 |5) 与 （ B ) 等价. 

3. 设为任意两事件，且尸 ( B )>0, 则下列选项必 

然成立的是 （ ）. 

( A ) P ( AXP ( A \ B)i ( B ) 尸 

( C ) P ( A )> P { A \ B)t ( D ) P (. A )> P { A \ B ). 

(1996 年五) 

解 选 （ B ). 当 B 关<0 时 ，尸 ( AXPCAlB ); 当 时，/ " C 4) 

= PCA \ B ). 

* 

4. 设/，仏 C 三个事件两两独立，则九 5， C 相互独立的充要 
条件是 （）• 

( A ) A 与 SC 独立； （ B ) AS 与 AUC 独立； 

( C ) 与 独立； （ D ) 火 UB 与 4 UC 独立 • 

(2000 年四) 

解选 （ A ). 若 A ， J 5， C 相互独立，则 

P ( A 5 C ) = PU ) P (5) P ( C )- PU )[ P (£) F ( C )] 

= PC 4) 尸 (£ C )， 

即 A 与 BC 独立. 又若 A 与 SC 独立，则 

P ( ABC )^ P ( A ) PiBC )=- P ( A ) P ( B ) P ( C ). 
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5. 设 0< 户 ( ： 4)<1 ， 0< 尸 （ S)<l ， PM|S)+P($B) = Uj 



( A ) 事件 4 和 S 互不 相容； （ B ) 事件 乂 和 S 相互 对立； 
(C) 事件 A 和 S 互不 独立； （D) 事件 A 和 S 相互独立. 

(1994 年五) 

解选 （D ). 因为若相互独立，则 

P(A\B)=P(A), P(A\B)=P(A), 

所以 P(A\B)^P(A\B)=P(A)+P(A) = l. 

6. 设两两独立的三事件 A，B，C 满足条件尸 G4) = 

P (5)=尸0：)<1/2，且已知7 :> (4 1)5110 = 9/16，则 PCA ) = 
_ . (1999 年一) 

解尸 （Z U^UC) = F(A) +P(S) +P(C)— 尸（乂 5) — 
P(AC) — 尸（ 50+ 尸 （^450 = 3 尸（ 4) — 3[ 尸（ 4)] 2 + 0 = 9/16 ,解 
此关于 PC 4) 的方程，得 P ( Z ) = l /4 (3/4 舍去） • 

7. 实习生用一台机器接连制造三个同种零件，第/ 0 = 1,2, 

3) 个零件的不合格率 A = 1/(1+^). 以X表示三个零件中合格品 
的个数 ，则尸 {又=2}=_ • (1996 年五) 

解因为 { X= 2丨表示三个零件中有两个合格的事件，由 
{ 不合格，合格，合格 } 、 { 合格，不合格，合格 } 、 { 合格，合格，不合格 } 
三个事件组成，且各零件的合格与否显然相互独立，所以 


尸 （X = 2) = 








1 丄 

丄 r%. 


1 _11 
i _ 24* 


8. 设 10 件产品中有 4 件不合格品，从中任取两件，已知所取 
两件产品中有一件是不合格品，则另一件也是不合格品的概率/> 


是 _, (1993 年五 ) 

解设凡为第/件产品为不合格品事件，则两件产品中有一 
件不合格的概率为 
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P (, A l A z )+ P ( A i A z ') J rPiA l A 2 ') 

= 4/10 X 3/9 十 4/10 X 6/9+6/10 X 4/9 = 2/3， 

故 / >=(4/10 X 3/9)/(2/3)^ l /5. 

9. 设两个相互独立的事件 A 和 S 都不发生的概率为 1/9 ，A 

发生 B 不发生的概率与 S 发生 A 不发生的概率相等，则尸 （ A ) = 
_ . (2000 年一） 

解因为尸 045)= 尸(万£)，即 

尸 （/) — 尸（4丑）=尸（5)—尸 G 45)， 

所以 P ( A )= P ( B ). 

而 P ( AB ')= P ( A ) P ( B ) = ll ~ P ( A ) Xl ~ P ( B)l 

= [1 — 尸 M )] 2 ， 

即 [1 — PG 4)] 2 = l /9, 得 1 — 尸(4) = 1/3，尸(4) = 2/3. 

10. 设工厂 A 和工厂 B 的产品的次品率分别为1%和2%，现 

从由 A 和 B 的产品分别占60%和40%的产品中随机抽取一件，发 
现是次品，则该次品属工厂 A 生产的概率是_ . 

(1996 年一） 

解记 4=( 工厂 A 的产品丨，工厂 B 的产品 } ，已知尸 04) 
= 0. 6,尸 （ S ) = 0. 4, A ，5 构成完备事件组，尸（次1 A ) = 0. 01， 
尸（次 jB )=0. 02,则由全概率公式，有 

尸（次）尸（次 M ) + P ( S ) 尸（次 |5) 

= 0. 6 X 0. 01 + 0. 4 X 0. 02 = 0. 014. 

故所求概率由贝叶斯公式得 

尸(川次 ）= PC 4) 尸（次 M ) AP (次 ）= 3/7. 

11 . 袋中有50‘个兵兵球，其中20个是黄球，30个是白球，今有 

两人依次随机地从袋中各取一球，取后不放回，则第二个人取得黄 
球的概率为_ . (1997 年一) 

解第二个人取得黄球概率为 
P (黄 | 二)=尸（黄 | 一) P (黄1黄)+尸（白 I 一) P (黄 I 白） 

= 20/50 X 19/49 + 30/50 X 20/49 = 2/5. 
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12. 假设一^批产品中一、二、二等品分别占60%，30%， 10%， 

从中随意取出一件，结果不是三等品，则取到的是一等品的概率为 
_ . (1994 年五） 

解以(^=1，2, 3) 记一、二、三等品事件，则 F ( y 4 i ) + 
PU 2 ) = 0. 9,所求概率为 

p — P /[_ P { A x -\- 6/0. 9 = 2/3. 

13. 设在三次独立试验中事件 A 出现的概率相等，若已知 4 

至少出现一次的概率等于19/27,则 A 在一次试验中出现的概率为 
_ . (1988 年一） 

解因为 P 丨=19/27 ，? i = 3，所以由 

尸{々>1} = 1-尸{是=0} = 1 — (1 — 19/27) 3 

可得 p — \ — v^l —19/27 — 1_2/3 = 1/3. 

14. 设有来自三个地区的、分别为10名、15名和25名考生的 
报名表，其中女生的报名表分别为3份、7份和5份.随机地取一个 
地区的报名表，从中先后抽出两份. 

(1) 求先抽到的一份是女生表的 概率； 

(2) 已知后抽到的一份是男生表，求先抽到的一份是女生表 

的概率. （1998 年三) 

解以 S , 01，2,3)记第 i 个地区考生表的事件，以次 0- 
1，2)记第次取到男生表的事件 ，则氐 ，私，艮为一完备事件组，且 

尸 CB ,) = 1/3 (^ = 1,2,3), 尸 （A 16) = 7/10， 

尸 （ A |5 2 ) = 8/15， PiA , | B 3 ) = 20/25. 

3 

(1) PiA^ = ^ J P(B i )P{A l \B I ') 

/ =1 

= 1/3X (3/10 + 7/15 + 5/25) = 29/90. 

(2) 因为尸（^ 2 |戌）=7/10，尸（4 2 |5 2 ) = 8/15，尸（^4 2 1氏）= 

20/25, P (A,A 2 \ BO = 7/^0, 8/30, P(A 1 A 2 \B 3 ) = 

5/30,所以 
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P ( X 4 2 ) = ；| ^⑻尸(不 不|及)=+ (盖 + 晶 + 盖卜吾. 

P(Ai \ A 2 ) = P(AiA 2 ) / P(A z ) ~ -^ I 

15. 一 射手对同一目标独立地进行4次射击，若至少击中一次 

的概率为80/81，则该射手的命中率是多少？ （1990 年四) 

解因为一次也没击中的概率为 

(1-/0 4 = 1 — 80/81 = 1/81， 

所以 P = 1 — y 1/81 = 1 — 1/3 —2/3. 

16. 玻璃杯成箱出售，每箱20只.假设各箱含0，1，2只残次品 
的概率分别为 0. 8,0. 1,0. 1. 一 顾客欲购一箱玻璃杯，在购买时，售 
货员随意取一箱，顾客开箱随机地察看4只，若无残次品，则买下 
该箱玻 璃杯； 否则退回. 试求： 

(1) 顾客买下该箱的概率 

(2) 在顾客买下的一箱中，确实没有残次品的概率怂 

(1988 年四、五） 

解以 A (/ = 0，1，2)记一箱中有；只残次品事件，以 B 记顾 
客买下该箱的事件，则 

尸 （/^ 0 ) = 0.8 ， P(Ai') = PCA 2 )=0. 1, P(5 Mo) — 1 * 

P(BU 1 )-Ct 9 /a 0 = 4/5, P(B\A 2 )=Ct s /C i Z0 = l2/l9. 

z 

t^O 

= 0, 8X1+4/5X0- 1 + 12/19X0, 1^0, 943. 

/? =P(B\A,)^P(AoB)/P(B) = P(Ao)PCB\A)/P(B) 

= 0, 8X1/0. 943 = 0, 848. 

17. 有两个箱子，第一个箱子里有 3 个白球， 2 个 红球； 第二个 
箱子里有4个白球，4只红球.现从第一个箱子里随机地取一个球 
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放到第二个箱子里，再从第二个箱子里取出一个球，此球是白球的 

概率是_ . 已知从上述第二个箱子里取出的球是白球，则从 

第一个箱子里取出的球是白球的概率是_ . (1987 年一) 

解以 A G ‘ = l ，2) 记从第/个箱子里取到白球的事件，则 

) = 3/5 ， P(^ 2 U 1 ) = 5/9, P(A 2 \A l )^^/9. 

由全概率公式，有 

尸 04 2 )= 尸 + 

= 3/5X5/9 + 2/5X4/9 = 23/45 ， 

故 P ( A x \ A 2 )^ P ( A 1 A 2 )/ P ( A 2 ) = ( 3 / 5 X 5 / 9 )/( 23 / A 5 ) 

= 15/23. 

18. 一批产品共有10个正品和2个次品，任意抽取两次，每次 

抽一个，抽出后不再放回，则第二次抽出的是次品的概率为 

_ . (1993 年一） 

解以 A G ‘ = l ，2) 记第次取得次品的事件，则 

P ( A 2 ) = P ( A 1 ) P ( A 2 \ A l )^ P ( A l ) P ( A 2 \ A l ) 

= 2/12 X 1/11 +10/12 X 2/11 = 22/132= 1/6* 

19. 电源电压在不超过 200 V, 200-240 V 和超过 240 V 三种 
情况下 ，元 件损坏的概率分别为 0. 1,0. 001和 0. 2.设电源电压服 
从正态分布， X 〜 7V(220,25 2 ) ，求： 

a ) 元件损坏的概率 

(2) 元件损坏时，电压在200〜240 V 间的概率尽 

解 P { X <200}= p | X ~ 5 22 Q < 2 QQ ~ 22 °}=^(-0.8) 

=1 一少（ 0_ 8) = 0. 2118 ， 

尸 { 200< X <_ 叫 

= 2^(0. 8)-l = 0. 5763 ， 

尸 {X>240} = 1 - 尸 {X<240} = 1 — 步 （ O. 8)=0. 2119. 

由全概率公式知，元件损坏的概率为 

a 1 X0. 2118 + 0. 001X0- 5763 + 0, 2X0, 2119 
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= 0- 0641, 

由贝叶斯公式知，元件损坏时，电压在 200 〜 240 V 的概率为 

13=0, 5763X0. 001/0. 0641 = 0, 0090. 

20. 设是任意两事件，其中 A 的概率不等于 0 和1，征明 
尸 = 是事件 Z 和 S 独立的充分必要条件 • 

(2002 年四） 

证由于 A 的概率不等于0和1，故题中两个条件概率都存在. 

(1) 必要性由事件 A 与 B 独立，知事件亙与 S 也独立，因此 

P ( B \ A )= P ( B ), P ( B \ A )= P ( B ), 

从而 P { B \ A ) = P ( B \ A ). 

(2) 充分性由川可见 

PiAB ) ―尸⑽） — P ( B ) KAB ) 

尸 04) = ~ " 1 - PCA ) ， 

故 P ( AB )[ l - P ( A )^ = PCA ) P { B )- P { A ) P ( AB ), 

即 P ( AB )= P ( A ) P ( B ). 
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第二章随机变量及其概率分布 


第一节随机变量及其分布函数 


主要内容 

1. 随机变量 

设是随机试验£:的样本空间，若对每一个样本点 wGD ， 有 
一个实数 XO ) 与之对应，这样得到的一个定义在样本空间上的实 
值单值函数尤=/(0；)，称为一个随机变量; C . 

2. 分布函数 

设 X 为一个随机变量，: r 是任意实数，则称函数 = 
P [ X 《 t } 为 X 的分布函数，也称之为累积概率函数. 

3- 分布函数的性质 

(1) FCr ) 是一个不减函数，即若力<力，则 FC ^ XFU ); 

(2) 0< F ( xXl ， 且 lim — lim F ( jt ) = 1 ； 

j—v — co x - 

(3) FCz ) 右连续，即 F ( x +0)= FOc ). 

疑难解析 

1. 随机变置与 普通函 数有何区别？引入随机变置有何意义？ 

答 随机变量是一个单值实值函数.它是对随机试验£的样 
本空间 D 的每一样本点 wGD ， 定义一个实数而得到的一个函数 • 
它与普通函数的区别是：（1)定义域是样本空间，不是实轴上的区 
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间； （2) 随机变量 X 的值在试验前是不确定的，按统计规律性给出 
取值的概率，因而具有随机性，而普通函数的取值是由对应法则/ 
确定的. 

引人随机变量是为了研究随机现象的统计规律性.我们将形 
形色色的样本空间和样本点统一化、数量化，使之与实轴上的一个 
集合或者点对应起来，就可以用微积分的理论与方法对随机试验 
与随机事件的概率进行数学推理与计算，从而完成对随机试验结 
果的规律性的研究.因而，随机变量的引人具有重要的意义 • 

2. 随机变置的分布函数有什么意义？ 

答 分布函数反映了随机变量 X 的取值不 
大于实数工的概率，故又称累积概率函数 . X 在实轴任意区间 
( jtx ， x 2 ] 上的概率也可以用 F ( x ) 来表示， = F ( x 2 ) 
一 FCrJ . 因此，掌握了随机变量 X 的分布函数，就了解了随机变 
量 X 在 （一 oo , + °°)上的概率分布.可以说，分布函数完整地描述 
了随机变量的统计规律性. 

分布函数与随机变量不同，它是一个普通函数，有定义域 
( — oo , - f - oo ) , 有对应法则 F (工），因此，非常便于用微积 

分的理论与方法进行研究、分析与计算.概率论与数理统计就是借助 
随机变量与分布函数来全面研究与认识随机现象的统计规律性的- 

3. 分布函数的左、右连续定义有什么区别？ 

答 分布函数有两种定义方法•目前，俄罗斯等东欧国家使用 
的是左连续定义，其它许多国家使用的是右连续定义•两者的区别 
在 于：左 连续定义定义 FCrhPUCxh 而右连续定义 定义尸 (工) 
= P { X < jt }. 这就决定了在计算 FCz ) 或尸 { aCXCa } 时，端点 X 

或叉=心的概率是否计算在内.当 X 为离散型随机变量时， 
尸{又=^}或 = 可能不为零，因此左连续和右连续的分布 
函数或概率可能不同.对此，读者要予以充分注意，以免出错.当 X 
为连续型随机变量时，因为一点上的概率为零，所以左连续定义与 

右连续定义是一样的. 
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4. 不同的随机变量，它们的分布函数是 否一定 不同？ 

答否，可能相同.例如，掷一枚均匀的硬币，可以令 
x = | 1，正面朝上， ^ = f 1，反面朝上， 

反面朝上， 2= 1-1,正面朝上. 

显然，与叉 2 是两个不同的随机变量，因为它们有不同的对应法 
则，但它们的分布函数相同，即 

r 0, x<-l, 

F(jc) 1/2, —» 

、1， x ^ l . 


方法、技巧与典型例题分析 


在验证某一函数是否可以作为分布函数时，一定要从定义 

出发，考察所讨论函数是否具备分布函数的性 
质，确定是否为分布函数.同时，求随机变量X的分布函数也要从 
定义 F (. jr ) = P { X ^ T .} 岀发，自左至右考察 （ 一 00 ，+ 00 )上的每 一 
点: T. 当 FOr) 是分段函数时，必须清楚表明 F(x) 的不同定义域段 
和不同解析式，牢记分布函数是累积概率这一 特性. 


例1分析下列函数中哪个是随机变量 X的分布函数_ 


(1) F . tr ) 




( 2 ) FAx) 


( 3 ) F Z U) 


f 


0, 

工〈 _ 2 ， 

1/2 ， 

— 2^x<C0, 

2 ， 

jo^O ； 

0, 

sr<0 ， 

sim ， 

0<X 〈 7T ， 

1, 


0, 

x<0 ， 

x+1/2 ， 0<x<l/2 ， 

1, 

^1/2. 


解 （1) 不是分布函数，因为 lim 厂（1) = 2,不符合 0<FCr)<；L 


X' 
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(2) 不是分布函数，因为 F 2 ( J ：)= sin:r 在 （ k /2， tO 是单调减少 
的，不是不减函数. 

(3) 是分布函数，符合分布函数三条性质.但 F ( x ) 在 :c = 0 与 j ： 
= 1/2处不可导，且由此得出 f F ' U ) dx ^ FU ). 由下节知，不存 

J 〜 CO 

在概率密度函数，同时 FCr ) 图形也不是阶跃曲线，所以 FU ) 既非 


连续型也非离散型随机变量的分布函数. 
例2设 X 的分布函数为 


Fix) 


b ， 

工〈 — 1 ， 

a , 

—， 

2/3 — a ， 


a + b . 

x >2 ， 


且尸{义=2} = 1/2,求和 X的概率分布_ 

解由题设知“+6=1 ，2/3 —a = l /2, 故 a = l /6,6=5/6, 于是 
F{X=-l} = l/6, 尸 {X=l} = l/3 ， F{X = 2} = l/2. 

例3 向直线上掷随机点，已知随机点落入区间印= 
(— oo ，0]，// 2 = (0，1]，//3=(1，+°°]的概率分别为 0. 2,0. 5,0- 3? 

且随机点在(0，1]上是均勻的.设随机点落人区间分别 
得 0， r ， l 分，以 X 记得分，求 X 的分布函数 • 

解以 H , 记随机点落人区间的事件，则 

尸 （^^)=0. 2， F(H 2 ) = 0, 5, P(// 3 ) = 0. 3, 



, 丨0, 

工〈0， 

于是 


x>0 ， 

li ， 


,0， 

x<C0 f 


P{X<x\H 2 )=<x, 

0^*z<Cl ^ 


A\ 

， 


, fO, 

P{X<x H 3 } = 

工 <1, 

由全概率公式 

U ， 

x^l. 
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3 


FU ) = P { X ^ x ] = 


f 


得 


0, 


— ooO 〈0, 


FU )=< 


0* 2 + 0. 5j:> 0<x<l ， 


例 4 


1， 1<工< + 

设随机变量 X 的分布函数 如下： 


FCr ) 


1/(1+ 工 2 )， x < Q _， 


③ • 



试填上①，②，③项 


解分布函数一定有 lim F (: r ) = l ， 故②项填1;又， F ( x ) 是 


X- 


连续函数，显然有 lim 


x- 


0 1+ X ' 


F ( x ) 


，故①项填0,从而③项亦填 CL 即 


1/(1 +工 2 ) , JT <0, 




x ^ O . 


例5设随机变量 X 的分布函数为 


F ( x ) =>l + Barctanx ( —+ ， 


求：（1) 4与 (2) 尸 UX |<1}. 

解 （1) 由 lim F ( x ) =0> lim F ( x ) = l ， 得 

► — oo x - ^ + oc 

lim ( A -\- Beirctanx)=A — 7 tB /2~0^ 

— oo 

lim (yl + Barctanx) ^A^kB/2 — 1. 

x-** +oo 

解得 ^4 = 1/2, B = l / iz . 

(2) P {\ x \< l }= P {- l < jc < l }= F ( l )- F (- l ) 




例 6 掷一枚均匀的骰子，以 X = 〖记出 现的点数为偶数的次 
数，求 x 的分布函数. 

解 X 的取值 纟只有0，1 两个值.以叫记骰子出现> 0=1,2, 
…，6)点的事件，尸0,) = 1/6，所以 

P {X = 0 }—P { co l \ Ja ) z \ Ja } s } = \/2 9 
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P {X—l} = P {co 2 \Jco^[Ja)^} = 1/2^ 

r 0, x<0 ， 

故 F ( x ) =< ! 1/2, 0< x < l , 

、 1 ， > 1 ， 

例 7 —均匀陀螺，在其圆周的半圈上均匀地刻上区间 [0,1] 
上的数字，另半圈表示数字1.旋转这陀螺，求陀螺停下时其圆周上 
触及桌面的点的刻度 x 的分布函数. 

解 以队 表示点落在表示 i 的半圈的事件，// 2 表示点在另 
半圈的事件，则 

P{H l )=PW z ) = l/2, 


P{X^x\H 2 }= - 

0, 其它， 

'0 ， x<0 ， 

s x, 0^x<Cl , 


由全概率公式，知 

9 

、 1 ， 1, 

1 

1 

r 0, 

工 <0 ， 

F(x)=P{X<x}^^PiH t )P{X<x\H t }=< 

工 /2 ， 

0<x<l ， 

t = 1 

1 

, 1, 



分布函数既不是连续型的，也不是离散型的（见下节内容 ）• 

第二节离散型随机变量及其概率分布 


主要内容 


1. 离散型随机变量 

(1) 如果随机变量 x 的取值是有限个或可列无限多个，则称 
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X 为离散型随机 变量- 

(2) 若 X 的所有可能取值^的概率 

P{X = x k ) = pk ^ 々=1，2,…， 

OC - 

且 满足九 九=1，则称上式为离散型随机变量 X 的分布律， 

或称之为概率分布、概率函数.当用表格形式给出时，也可称之为 
分布列. 

(3) 对离散型随机变量，若尸{叉=：^}=么，则 

F ( x )= y ^ J p i . 

此时， FCr ) 为一阶跃曲线，在每一^有一跃度. 

2. — 些常用的离散型随机变量及其分布 

(1) 0-1 分布（二点分布）随机变量 X 只取0和1两个值，其 

分布律是 

P{X = k }= p k il — py- k y k = 0 ,l (0<户<1). 

只有两个结果的随机试验可以定义为 0-1 分布•也可以把只 
有两类结果的随机试验定义为 0-1 分布 • 

(2) 二项分布若随机变量 x 的可取值为6 = 0，1，…，》，其分 

布律是 

记为 X 〜称 X 服从参数为《>的二项分布 • 

二项分布是”重伯努利试验中事件 Z 恰好发生々次的概率的 
分布. 

(3) 泊松分布若随机变量 X 的可取值为々=1，2,…，”，…， 
其分布律是 

P {X — k } = T 7 ^ X ( A 〉0, 常数）， 

k ! 

记为 X 〜 ? r ( A ) (或/ >( A )) ， 称 X 服从参数为 A 的泊松分布 • 

泊松分布又称为空间散布点子的几何模型.当事件“流”满足 
平稳性、无后效性、普通性时，事件的概率服从泊松分布_ 
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(4) 几何分布若随机变量 X 的可取值为々=1，2, 
其分布律是 


P {X = k} = p(l — p) 


i 一 1 


(0<户<1)， 


记为 X 〜 G ( p )， 称 X 服从参数为 P 的几何分布. 

(5) 超几何分布若随机变量 X 的可取值为 A = 0，1 
(/ = min { M ,7 V }) ，其分布律是 


P{X = k] 




k 


r^n ， 


记为 X 〜 H ( n ， M , N )， 称 X 服从参数为的超几何分布. 


疑难解析 


1. 试描述二项分布的性态. 

答 二项分布 X 〜 S ( n ，/0 的概率尸 {X = 々} 随着々的增大而增 

大，在达到最大值后，又随着々的增大而变小.这是因为 

P {X.=k -\-\} — in — k、p 

p{x^k) = {k+\)a-py 

故由（”一 k~)p —(是 + 1)(1 — />) = (n + l )/> — 1 — k 知：当（《 + 1)/> 为 
整数且当走 =G + l )/>— 1或 々 =U + 1) 户时，尸 {X = 々} 取得最大 
值； 当 （《 十 1) 户不是整数且当是=[(» + 1)声](取整）时，尸 {X = 幻取 
得最大值. 

当《</>/(1 — /0时，尸{又=々}单调增加，尸{叉=«}为最大值 ; 
当《<(1— />)//) 时，尸 u = w 单调减少 ，尸 U = o } 为最大值. 

当 p = Q , 5时，二项分布是对 称的； 当/ >^0. 5时，二项分布是 
不对称的，且 n 越大，不对称性越不明显. 

2. 试描述泊松分布的性态. 

答 泊松分布又〜^(；0的概率尸{又=幻先随着々的增大而增 

大，达到最大值后，又随着々的增大而减小.这是因为 

P{X=k) = X k e-\k-l)\ = A 
P{X=k-l} = YU! = T* 
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当々 < A 时，有尸{又=々}>尸{叉=々一1},故当；1为整数时，是=；1或；1 
一1，尸{/ =是丨为最大值；当；1不是整数时，々=[；0(取整）， 
= W 为最大值. 


当 A <1 时， / MX = W 单调减少，尸 u =0} 为最大值， 

泊松分布是不对称的，且 A 越大，不对称性越不明显. 

3. 超几何分布、二项分布和泊松分布之间有什么联系与区 


别？ 


答先引人一个例子.若一箱中有 AM 牛产品，其中有 M 件次 
品 ，一 次抽取一件，共抽取《件，要求出取到的次品个数的分布. 

若抽取是有放回的，则每次抽取时样本空间不变，抽取是独立 
的，次品数 x 服从参数为《，/>的二项分布.若抽取是无放回的，则 
继续抽取时样本空间改变，次品数 X 服从参数为 n ， M ，7 V 的超几 


何分布. 

泊松分布是作为二项分布的近似而引人的.假定事件“流”满 
足 ：（ i ) 平稳性，即“流”的发生次数只与时间 间隔以 的长短有关， 
而与初始时刻无关； （2) 无后效性，即任一时刻〖。前“流”的发生与^ 
后“流”的发生无关； （3) 普通性，即当时间间隔很小时，“流”至 
多只发生一次.这时事件的发生次数的概率分布服从泊松分布 - 



项分布的计算都较麻烦.当〃很大而很小时，有以下近似公式: 


f^y\ — k 



(X=np). 


其中，第一个号，要求 《 很大较小，且取第二个 
”号，《至少应不小于20，当《>50时效果较好 • 


方法、技巧与典型例题分析 

对离散型随机变量而言，通常有两类问题. 

(1) 根据具体问题，求出随机变量 X 的分布律.这时，首先要 
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明确 X 的取值范围，即 X 可以取哪 些值; 然后逐个计算尸{/=二}， 
往往要借助古典型概率、条件概率、概率的运算性质和公式进行. 

(2) 利用离散型随机变量的分布律或分布函数求事件的概 
率.这时，要正确分析事件的组成与运算关系，求得准确的结果. 

例1同时掷两枚骰子，直到一枚骰子出现6点为止，求拋掷 
次数 X 的分布律. 

解先求每次掷出现6点的事件，以分别记第一、二枚骰 
子出现6点的事件，则且相互独立.以 C 

记每次拋掷出现6点事件，则 

P{C)^PCA + B)^=P(A) + P(B)-P(A)P(B) 

= 1/6 + 1/6—1/6 X 1/6 = 11/36. 

故在々 次试验中，第々次才出现6点的概率为 

= (11/36) (1-11/36)^\ 々=1，2,…. 

这是几何分布， X 〜 GC 11/36). 

例2 —盒中装有编号为1，2,…，5的5个球，现从中任取3个 
球，求被抽取的3个球的中间号码数 X 的分布律* 

解 X 可取值为2,3,4.当时，另2个球中的1个在小于 
k 的々一1个球中取，剩下1个球在大于 々的 5— A 个球中取.故 

P{X=k} = CC\- l CU k )/CU ^ = 2,3,4, 

即 

例3在《重伯努利试验中，每次试验中 A 发生的概率为声，以 
X 记>4发生々次所需进行的试验次数，求 X 的分布律. 

解X 可取值为々4 +1 ，…， 《. X=a: 表示第: r 次试验一定成 

功，而在前 I 一 1次试验中成功了々一1次(是二项分布），故分布律 
(称巴斯卡分布）为 

p{x=k}=pc i ,z\p i ~ l ci~py- k =c k x z\p k (i-py~ t . 

例4设随机变量 X 的所有可能取值为整数1，2,…，10,又已 
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知尸 {X = W 正比于 A 的值，求 X 的分布律. 

解依题意, = ( C 为常数），于是 

10 1 

^ y^ i Ck = 55 C = 1=^ C =—. 

T^i 55 

故 X 的分布律为尸 {X = 々}=々/55， 是=1，2,…， 10. 

例 5 —箱中装有80只管纱，其中棉纱48只，腈纶纱32只，现 
从箱中抽取两次，每次1只_以 X 记可能抽到的棉纱的只数•试写 


出在放回与不放回抽样下 X 的概率分布_ 


解在放回抽样下， X 〜5(2,48/80)，故 

尸{叉= 0} = (32/80) 2 = 0. 16， 

P { X = l } = C\X (32/80) X (48/80)=0. 48, 
P { X = l }= ClX (48/80) 2 = 0.36. 

在不放回抽样下， X 〜只(2,48,80)，故 

尸 { X =0}= CL / C 1 0 = 0. 157， 


P { X =\) = z Cl B Cl 2 /ClQ = 0 t 486, 


F { X =2}= C ^/ C ^ 0 -0. 357. 


可写出分布律 如下: 


X 

0 

1 

2 

放回抽样 A 

0. 16 

0, 48 

0- 36 

不放回抽样 h 

0. 157 

0_ 486 

0. 357 


例 6 某运动员参加射箭比赛，共有4支箭，设其每支箭的命 
中率为/>，且各次射箭是相互独立的.以 x 记直至命中为止所需射 

箭的次数，求 x 的概率分布. 

解 X 可取值为1，2,3,4_记 g = l _/> ，则 

F{X = 1} = 户， P{X=2}=qp, P{X = 3}=q z py 

P{X = A}=qHp^rl-p)=q^ 

(因为最后一箭可能射中也可能射不中，所以不等于/^ 3 ). 

例7将1〜9等9个数放入 3 X 3 的格子中，每格随机放入一 
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数.设各列的最小值为，々2，是3，求，々2，々3> 的分布律. 

解事件的组成较为复杂，需要详细进行讨论. 

依题意知， X 可取值为3,4,…，7,9个数放入9个格子的基本 
事件总数为 9!. 

当 T = 3 时,々分别为1，2,3,有 9 X 6 X 3 种放法，4〜9 

放入其余6格有6!种放法，故 

P(X =3) = (9 X 6 X 3 X 3!)/9! = 9/28. 

当 ： T = 4 时， U 2 ，々 3 中含1和4,另一数为2或 3. 当为2时，3 
只能与1或4同列，有4种放法，其余5个数有5个位置共5!种放法_ 
当为3时，2只能与1同列，有2种放法，其余5个数有5!种放法，故 
P{X = 4} = (9 X 6 X 3)(4 X 5! +2 X 5!)/9! =9/28. 

当 ： T = 5 时， U 2 ，々 3 中含1和5,另一数为2或3或 4. 同理可算得 
P{X = 5} = (9 X 6 X 3) (4 X 3 X 4! +4 X 4! +2 X 4 D /9! =6/28. 

当 X = 6 时，中含1与6,另一^数为2或3或 4. 同理可算得 
P{X = 6} =(9 X 6 X 3)(4 X 3 X 3!+ 3 X 2 X 2 X 3! 

十2 X 2 X 3!)/9! = 3/28. 

当 X =7 时，中含1与7，另一^数为2或3或 4. 同理可算得 
P{X = 7} =(9 X 6 X 3)(4! X 21+3 X 2 X 2 X 2] 

+ 2 X 2 X 2!)/9! = 1/28. 


因此分布律为 


X 

1 

3 4 5 6 7 

Pk 

9/28 

9/28 

6/28 

3/28 

1/28 


例 8 求长度为/的棉纱上所含疵点数的概率分布 • 

解 X 可取值为正整数0，1,2,…. 

将棉纱一端取作原点，把区间等分为长为的”个半开区 
间.设在每一小区间上出现一个以上疵点的概率为零，出现一个疵 
点的概率 P „ = ^ L 且各小段上出现疵点相互独立 • 

以 A 记一段上出现一个疵点事件，则 
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P { A )= p n = fxM ^ fJil/n y P ( A ) = l — p rl . 

观察 《 个区间上出现疵点是 《 重伯努利试验，因此，有 

P { x = k }= c k „ p k n a -~ p n r ~\ 

将 [0 ， Z] 细分，令有 


Pix ^ kj ^ iimctpta - p . r ^ 

n-^oo 

记 /// ， 则 A = A/n ， 有 

cipia - p . r ^ 


n 


A 


1, 



j * 

i n / 


n 


k 


k I (72 —— J 

A * n(n 一 1) ••• (n 一 々 + 1) 

- • . . .. .. 

k \ 


4 


n 


A 1 

n /, 

f A 

1 —— 


i 丄 

n ! 

/ 1 

i n 


k 


而 


v n (n — l)_"(n — 々 + 1) ^ 

lim % ~ 1 > 


«- 


n 


lim 

fl- A j 

n 

=e— A , lim 

^_A| 

j 丄 

j*— ►oo 

1 n ) 

n —co 

i n 


k 


1， 


得 p{x=k}^\imcipia-p n y^ T -e^\ 

JJ—OO K J 

所以，棉纱上的疵点数 X 服从泊松分布 • 

例9设随机变量 X 的分布律为尸{又=々}=^/15,々 = 1,2, 
…， 5,则在概率 P { 1/2 < X < 5/2 } , P { 1 < X < 2 } , 
P {0< X <3}, F { X =1 和 X = 2}， P{X = 3} 中，值等于 1/5的有 
( ) 个. 

(A) 2 ； (B) 3 ； (C)4; (D) 5. 


解选 (D )， 因为 

P { l /2< X <5/2}= P{X = 2}+ P { X - l } = l /5, 
P{KX<2}=P{X = 2}+P{X=l} = l/S, 
P{0<X<3}=P{X = 2}^P{X=1} = 1/S, 

P{X=l 和 X = 尸 {X=2}+ 尸 { 又 =1} = 1/5 ， 

P{X = 3} = 3/15 = l/5. 

例 10 若 /( 々） =CAV 々！， 々 = 0 ， 1 ， … ， A>0 是离散型随机变量 
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的概率函数，则 c =( ). 

( A ) e A ； ( B ) 1 -eS ( C ) e " A ； ( D ) 1— e ]. 

oo 

解选 （ C ). 因为 = Ce A ，故 C = e — a . 

jfr = 0 

例 11 已知在 5 重伯努利试验中成功的次数不服从 0-1 分布， 

且尸{又=1}=尸{叉= 2}，求概率尸{义= 4}. 

解 设在每次试验中 A 成功的概率为户，则 

c \ p {\— py = c \ p z (\— py =^ p=\/^j 

所以 P{X = 4}= CtX ( l /3 ) 4 X 2/3 = 10/243. 

例 12 设1 h 内进人某图书馆的读者人数服从泊松分布，已 
知1 h 内无人进入图书馆的概率为0.01，求1 h 内至少有两人进人 
图书馆的概率. 

解 已知 X 〜 ? r ( A )， 但 A 未知，需由已知概率求出; 1. 因为 

F{X = 0}= e _,l = 0. 01,知 A — 2 lnl 0. 

所以 P { X >2} = 1- P { X =0}- P { X =1} 

= 1 — 0. 01 — 0. 01 X 2 lnl 0 = 0. 944. 

例13 某处有5个公用电话亭，调査结果显示，在任一时刻/， 
每门电话被使用的概率为 0. 1，求在同一时刻 

(1) 恰有2门电话被使用的 概率； 

(2) 至少有3门电话被使用的 概率； 

(3) 至多有3门电话被使用的 概率； 

(4) 没有一门电话被使用的概率. 

解 X 可取值为 0，1，."，5, X 〜 S (5,0. 1)，故 

(1) 尸 { X =2}= C 1 X 0. 1 2 X 0. 9 3 = 0. 073. 

(2) P { X > 3 \= ClX 0 . 1 3 X 0. 9 2 + dX 0. 1 4 X 0. 9 

+ C s 5 X 0. I s 
= 0. 0086. 

(3) P { X <3} = 1 X [ C 4 S X 0. 1 4 X 0. 9+ CfXO . 1 5 ] = 0. 9995. 

(4) 尸 {X = 0} = 0. 9 5 = 0. 5905. 

• 74 • 




例 14 某家电维修站保修本地区某品牌的600台电视机，已 
知每台电视机的故障率为 0. 005. 

(1) 如果维修站有4名维修工，每台只需1人维修，求电视机 
能及时维修的 概率； 

(2) 维修站需配备多少名维修工，才能使及时维修的概率不 
小于 0. 96? 

解设同一时刻发生故障的电视机台数为 X ， X 〜 
5(600,0. 005)，由于《很大，而较小，可以利用泊松定理计算.因 
为又=”/> = 3,所以 

(1) 尸 { 又 <4} = 1 — 0. 1847 = 0. 8153( 可査表 ）. 

OQ 

(2) 尸即3~_ 3 /幻<0. 04,査表知 n -=6, 即 

丨 ；《+1 

需配备6名维修工. 

例 1 S 有甲、乙、丙三支球队到某地比赛，该地只有一块训练 
场地，商定摸球决定哪支球队先使用 场地. 摸球办法 如下： 盒中放 
两个白球 、一 个黑球，进行不放回的摸球，直到摸到黑球为止 * 若第 
一次摸到黑球，则甲队先使用；第二次摸到黑球，则乙队先使用；最 
后一次才摸到黑球，则丙队先使用. 问：这 种摸球办法公平吗？若改 
为放回摸球，是否公平？ 

解是否公平表现为三次摸球中摸到黑球的概率是否相等的 

问题.不放回摸球，摸到黑球概率是条件概率，为 

P{X=l} = l/3, F{X=2} = (l-l/3)Xl/2=l/3, 

P= 3} = (1-1/3) X (1-1/2) XI-1/3. 

所以，三次摸到黑球的概率相等，是公平的. 

放回摸球，第6次摸到黑球，是几何概率，为 
尸 {X = l} = l/3 ， F{X=2} = (l-l/3)Xl/3 = 2/9 

P{X = 3} = (1-1/3) 2 X 1/3 = 4/27. 

所以，三次摸到黑球的概率不同，是不公平的. 

例16随机数字序列要多长才能使数字0至少出现一次的概 
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率不小于 0. 9? 

解以 X 记数字0出现的次数，求使尸 { X >； O >0.9 的试验次 

ifcL. 

数”. 

随机数字序列是由0〜9等10个数字随机取一个而排成的，取 
到数字0的概率为 0. 1.取《次即进行《次独立重复试验，所以 X 服 
从二项分布 ，户 = 0. 1. 于是由 

P { X >1} = 1- F { X =0} = 1- CX 0. 9° X 0. 9 n >0. 9 

得 . 0. 9 n <0. I=s=^«lg0. 9^1g0. l=^=*-«= : 22. 

即随机数字序列至少要有 22 位数字，才能使数字 0 至少出现一次 
的概率不小于 0.9. 

至此可以看到，求离散型随机变量的事件的概率，有以下一些 
常用 方法： 

(1) 利用古典型概率、条件概率、概率运算性质与公式求事 i 牛 
的概率 

(2) 当已知 X 服从某种分布时，按分布律及运算性质求事件 
的概率尸 { X =々}. 

(3) 当已知 X 的分布函数时，按分布函数定义得 

Fa )- F ( k - l )^ P { X = k }. 

(4) 利用概率的基本性质九=1， 九 >0,建立关于九的方 
程组，解得尸{又=々}. 

第三节连续型随机变量及其概率分布 


主要内容 

1. 概率密度函数的定义 

如果对于随机变量 X 的分布函数 F ( x )， 存在非负可积函数 
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/ U )， 使对于任意实数 X ， 有 

Fix )— /(m 

_ 一 oo 


则称 X 为连续型随机变量. /(X) 称为 X 的概率密度函数. 
2 . 概率密度函数的性质 

(1) /(工）>0; 


'+00 

( 2 ) / (x)dx= 1 ; 

J — OC 

(3) = F { x 2 ) — F { x \) = / ( jr ) dx ； 

J 

(4) 在 / Gc ) 的连续点 J ： 处， ( J ：)=/(* r )- 

3 -常用的重要的连续型随机变量及其分布 
(1) 均匀分布记为 X 〜概率密度为 


f CjO ) = I 甘 /^ 

l 0，其它. 

在 （ a , 6) 上服从均勻分布的随机变量 X ，它落在 （ a ，6) 的任一子区 
间内的概率只与子区间的长度有关，而与子区间的位置无关，即 


P{c<CX^c-\~l} = 


f (x)dx= 




b —— a 


其中 + 

(2) 正态分布记为叉〜以(^,/)，概率密度为 

/Xx) = — j_ e- 々 ， — 00< 工 < + 00， 

其中//，/ ( a >0) 为常数.称 X 服从参数为 ACT 2 的正态分布. 

当时，称 X 〜； V (0，1) 为标准正态分布.若 X 〜 
iV (>， a 2 ) J ! jY=(；r — //)/ ff 〜 AKO ， l ). 标准正态分布的分布函数 
企 Cr ) 有表可査，对一般正态分布又〜其分布函数 F (工) 


( 



(3) 指数分布 


记为 X 〜 e ( A ), 其概率密度为 


fix ) = 



S ， （A>0 ’ 常 数)‘ 
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指数分布有一个特殊的 性质： 

F{X>5+/|X>s}= J P{X>f}. 

若以 X 表示产品的使用寿命，则上式的意义 为：产 品使用了时间 5 
后再使用时间£以上的概率，等于新产品使用时间 i 以上的概率. 
这种性质称为“无记忆性”，即从某时刻起产品的使用寿命与已使 
用时间无关. 

疑难解析 

1. 为什么要区别连续型随机变量与离散型随机变霣？ 

答要了解一个随机变量 X ，知道了分布函数就了解了它的 
统计规律性.但 FOr ) 的形式和性质不尽一致，所以要分别考察 • 

离散型随机变量 X 的分布函数不是连续的，因此不能作求导 
和积分运算.但只要了解了它的概率分布尸则 F ( x ) 
与事件的概率均可求得•所以，对离散型随机变量只需求出概率分 
布就可以了. 

连续型随机变量 X 的分布函数是连续的， FU ) 可以表示为 
^ / U ) dK 但 FU ) 连续，不能得出 X 是连续型随机变量）.因此了 

J — oo 

解了 X 的概率密度函数/(0,则 FCr ) 与事件的概率均可求得，所 
以，对连续型随机变量只需求出概率密度函数就可以了. 

2. 连续型随机变量的 /( OcU 与离散随机变置的 />* 在概率中 

的意义是否相同？为什么？ 

答 相同. 因为，对于离散型随机变量 X 来说， 

表示 X 取^时的 概率； 而对连续型随机变量而言，任一点的概率 
为零，因此，由定积分中值定理有 

At 

P{x<X<:r + A*r} = 

J JL 

在对连续型随机变量进行离散化处理的思想下，两者的概率意义 
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\ 


是相同的. 

3. 为什么凭 P{X = :rd = 0 不能说又=而一定是不可能事件？ 

答对于离散型随机变量来说，尸 = 的点 X == x * 的确 

是不可能事件，但是对于连续型随机变量来说，任一点的概率都是零. 
这由尸 { x < X<i + Ar } 〜 / Cr ) dx 可以看出，当 dr — 0时概率趋于 

零.因此，不能只凭尸 U = = 0 就断言 X = —定是不可能事件. 

4. 试描述正态分布的性态. 

答 正态分布与二项分布、泊松分布是概率论的三大重要分 
布，在实践中有广泛的应用 .一 般地，如果影响某一数量指标的因 
素有多个，而每个随机因素的作用都不是主要的，则该数量指标必 
服从正态分布. 

正态分布的概率密度曲线有如下 性质： 

(1) 曲线关于直线 x = 对称，在1 =户处取得最大值/( 〆 ) = 

1 /( / Gff )， 因此随机变量在工=//附近取值的概率最大.显然，对 
长度相同的区间，当区间离户越远， X 落在该区间内概率越小.曲 
线是单峰曲线，在处有拐点，并以 X 轴为渐近线. 

(2) 固定〃，改变^值，则曲线图形不变，对称轴平移，所以 A 又 

称位置 参数； 固定 A 改变 a 值，则最大值 /( 沁 = 1/( 改变 ， a 

变小时，图形变尖，因而 X 落在#附近的概率也变大.因此，〃又表 
征 X 值的集中程度，称为精度参数. 

对于任何 X 〜 N ("，/)， 有 

nr h T — CL I 

P { a < X < : b }=0 ^ ， 

\ ° \ a 

且 少 （一 x ) = 1 —少 （ X )， 

方法、技巧与典型例题分析 

这一部分有三大类题 :一是 已知分布函数，求概率密度与事件 
的 概率； 二是已知概率密度，求事件的概率；三是已知分布形式和 
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概率，确定参数或: T 的数值. 


对于这三大类题，首先要熟知分布函数与密度函数之间的关 


系，用分布函数与密度函数的性质 解题； 在已知分布与概率密度 
时，要善于利用分布的特点解题. 

例1已知 


f 0， 工<0， 

F(x)=< -r+l/2i 0^x<Cl/2? 

、 1 ， x^l/2, 


则 FCr ) S ( )随机变量的分布 函数. 

( A ) 连 续型； （ B ) 离 散型； 

( C ) 非连 续型； （ D ) 非连续亦非离散型. 

解选 （ D ). 因为 F (: r ) 在（一 oo ,+ oo ) 上单调不减，右连续，且 
lim F ( j :)=0» lim F ( jc ) = 1, 所以它是 一 个分布函数.又厂( 1 )除 _r 

— oo + 

= 0,1/2外处处可导，而 


F f U )= 


x <0， x 〉 l /2, 

其它. 


0, x <0, 

但 F r (jo)dx=< 0 〈 x<l/2 ， 

^ 11/2, x>l/2, 

它不等于 F ( x ), 因此不存在密度函数 • 又 FCr ) 也不是阶跃函数，所 
以 F ( x ) 是既非离散型又非连续型的随机变量的分布函数. 

例2已知随机变量 X 的密度函数为 


fix ) = Ae ~ UI ， — oo <1< + 00_ 

求 ：（1) A 值； （2) P {0< X <1}； (3) Fix ). 


解由 

1/2 .所以 


Ae ^ |jr| dx == 2 A 


eicLr = l ， 得24=1，解得 A 






P {0< X <1} 


djc = —(1— e " 1 ). 


j 
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当1<0时， 

F(jo) = 

1 I 

Ld J — oo 

_ 1 , 

2 ， 

当 x >0 时， 

F(jc) = — 

，0 

一 Ol 

e x do: + -^- 

^ id 4 

e~ x djr = 

0 

所以 

Fix) 


f e^/2, 了 <0, 

1 — e— x /2， 


e 


/ ( x ) 


例 3 设某种仪器内装有三只同样的电子管，电子管使用寿命 
x 的概率密度函数为 

IOO/t 2 ， x^lOO, 

0 ， x <100. 

求：（1)在开始150 h 内没有电子管损坏的 概率； 

(2) 在这段时间内有一只电子管损坏的概率； 

(3) 

150 100 


解 （1) P { X <150} = 


100 X 1 


= 故 


/ >=[^{ X >150}] 3 =( l - l /3) 3 = 8/27. 

(2) 将观察三只电子管看作三次独立重复试验，由二项概率得 

p=ClXl/3X2/3 2 - =4/9. 

(3) 当: r <100 时， F ( jt ) = 0; 当 x >100 时， 


x 


Fix) 


100 




所以 


F(x) 




1- 


100 t 
0 , 
100 


ck= 1 — 


100 




x 


X 

工 <100, 

^^100, 


例 4 随机变量 X 的密度函数如图 2. 
所示，试求： 

(1) 密度函数 /(X); 

(2) 分布函数 F ( x ); 

(3) 概率尸 {0. 2< X <1. 2}. 

解 （1) 由图 2. 1可直接写出密度函 

数 



图 2. 1 


参 
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f 


f (jo)=< 


0 ， x<0, 

x ， 0<x 〈 l ， 

2— x ， 1<工<2, 

0， 



(2) 由 F ( x )= /( Ock ， 得 

J — oo 




FU)=< 


0, 

t 2 /2， 

2x — x 2 /2 一 1 ， 
1, 


: r <0 ， 
0 <: c<l ， 

2 - 


(3) P{0. 2<X<L 2}=F(1. 2)-F(0. 2)=0. 66 - 

例 S 设 FCz ) 是随机变量的分布函数， 证明: 对任何 A 关0,函数 


少 （ JT ) = 



FiOdt , 


少（: r ) = 



FU)dt 


也是随机变量的分布函数. 


证 只 需证中 ( x ) ，少 Or ) 满足分布函数的性质. 
由于 FCr) 单调不减，所以对任意 5>0, 有 

FCr)<FU + 谷），： re ( — ooK 


使得 


企 （ x +汐) 


h 


rx+^-hA 


F(Odt 




h 


rx - f-A 


F )d? 




h 


y x+h 


F(r)cU = ^(x )， 


从而知少 ( X ) 也是单调不减函数 • 


又 FCr ) 单调有界，从而对 F ( x ) 的积分必为积分上限的连续函 
数，所以少 ( X ) 右连续. 

利用关系式，当[: T，X + / l ] 时， 


得 


F ⑴=| 


fx+A 


FQHt < 


广 jt+A 


h 


FCOdt 


1 r jc+k 

<士 F(jr+A)d? = F(x+A)<l, 

h j x 

0<F(x)<^(x)<F(x + /zXh 
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令 X 一 一 ⑺，则 

0^ lim 少 (:rX lim Fix ^ rh ) —0 ,即 lim < P { jo ) =0； 

工 ^► — OO Jf — ►一 CO Jf—► — oo 

令 JC — + oo ，则 


1= lim F ( x )^ lim 中 ( xXl ， 即 lim < P ( x ) — L 

文 ― ► + OO ► -f* OO 

综上所述，少 Or ) 满足分布函数的三条性质，故是分布函数. 

同理可证，少 U ) 也是分布函数. 

例6若在图 2. 2所示三角形中任取一点 P ， 令点 P 到边 
AB 的距离为 X ，求 X 的分布函数与密度 
函数. 

解设 CD 为边的高，过点 P 作 
EF // ABMAB ^ EF 间距离为 x . 因此， 

当 0< x<CA 时， 

Fix ) =P { X ^ x } 

_ U^EFBA 面积 图 2. 2 

—三角形儿 BC " 面轵 

三角形尸面积 
— 丄一三角 

=1— Ch — x) 2 /h 2 , 


C 



B 


/ 


所以 


0, 


x < Z 0 9 


F ( x)=<s 


1 — (h — x ) z / h 2 , Q 《 x<Ji ， 


1， 


x^h , 

2(A — Jo)/h z , Q^x 〈 ft ， 

0, 其它. 

例 7 设某种食品的保质期(单位: d ) x 的概率密度函数为 


fix )= F f ( sc ) 


/ ⑴彳 000 啊 100)3 , 

i 0, 


: r >0, 

其它， 


求 ：（1) F (: r ); (2) 至少有100 d 保质期的概率. 

解 （1) 当： r <0 时， FCz )=0; 当: r >0 时， 


F(x) 






60000 ,二 30000 

= — (f + 100) 2 



30000 
(x + 100) 2 . 
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所以 


Fix) 


l — 30000/(x+100) 2 ， ： r>0, 

0， *r〈0, 

(2) P{X>100} = 1-F{X<100} = 1-F(100) 


= 30000/(100+100) 2 = 3/4, 

例 8 设随机变量 X 的绝对值不大于 l，/M；s：=_l} = l/8, 
尸{又=1} = 1/4;在事件{一1<义<1}出现的条件下，X在（一1，1) 
内的任一子区间上取值的条件概率与该子区间的长度成正比.试 
求X的分布函数 F(x). 

解显然，当工 <— 1时，厂00=0;当: r>l 时， FCr) = l •所以 


F{-1<X<1} = 1-1/4-178 = 5/8 - 


因为X在（一1，1)内服从均匀分布，所以，当 一1<： t <1 时， 

P{ — I — l < iX < Cl } = ( j ：+1)/2. 

P {- KX < x } 

= P { — l〈X<x， — l < iX < Cl } 

= P{-KX<l}P{-KX^\-l<X<l} 

= 5/8X (:r + l)/2 = 5(x+1)/16， 

即当 一1< x <1 时， 

F ( x ) = P { X =- l }-\- P {- l < XK ^} 

= 1/8+U+1 )/16= (5x + 7)/16， 


故 


Fix) 


0， 

(5x+7)/16, 


• x < —‘1, 

— l ^ x<Cl > 


1 , 工 > 1 , 

例 9 随机变量 X 的概率密度函数为 

Acosxj \x I ^k/2 > 

0， 其它， 


fix) 


求 ：（1) A 的值； （2) F ( x)i (3) P{0<X< tt /4}. 


解 （1) 由 1 




tr/2 


r 


/IcosjrdLr = 2A 


一 it/2 




jt/2 


I 

cosxdj ： = 2 Z ，得 A 




0 


1 / 2 , 


(2) 当 jt<C — n / 2 时， F (: r ) = 0; 当 时， F ( x ) = l ; 当 
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—丌/2<工<^丌/2时， 


Fix ) 


x 


— 冗 /2 


cos.rdx= —+ —sinx. 


0， jc<Z —兀/2， 

所以 FCr )= jl /2+( sinx )/2， Tr /2< x <7 t /2, 

、 1， x > tt /2. 

(3) P {0< X ^ tt /4} = F ( tc /4) — F (0) == V ^2~/4 - 


例 10 设随机变量 X 的分布函数是 


FU ) = 



斜 Be - W2 


0, 


工 >0， 


求：（1) A 与 B 的值； （2) / (^) ; (3) P { l < iX < C 2 }. 

解 (1) 由0 =厂(0)=/+5，1=厂（+ 00)=/，得 

A =1 > B = — 1- 


(2) (jr) 


n 


: re … ， *r 〉 0 ， 

0， x ^ O - 
(3) P {1< X <2}= F (2)- F (1) = 0. 47* 


例 11 设随机变量 X 的分布函数为 


0,工 <1， 

Fix)=< lnx ， l^x<e, 

、 1, 


求 ：（1) P { X <2}, P {0< X <3}, F {2< X <5/2}； 
(2) 概率密度函数 /( x ). 

解 （1) 利用分布函数求概率，即 


P { X <2}= F (2)= ln 2, 

F {0< X <3}= F (3) —尸 （0) = 1 — 0=1， 
F{2<X<5/2}=F(5/2)— F (2)= ln (5/2)— ln 2 = ln (5/4) 
(2) 由 /( x)=F (: r ) 可得 


/( 工） = 


(；； 


x<l 或： r 〉 e ， 
l ^ x < Ce * 
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例 12 设在区间 [ a ，6] 上，随机变量； C 的密度函数为 / Cr ) 
5比工，而在0,6]外，/(了）= 0，则区间|>，6]等于（ ）. 

( A ) [0, tt /2]; ( B ) [0，丌] ; 




( C ) [—丌/2,0]; 


( D ) [0,3兀/2] 


解选 （ A ). 因为在 [0， tt /2] 上， sirLr >0( 非负可积），而且 
sin:rdr = l ， 故 /U) 是概率密度函数. 


在 [0， tt ] 上 ，； \inxdx = 2 关1，所以 / Cz ) 不是概率密度函数. 

Jo 

在 [-7 r /2,0] 上， Si n _ z <0, 所以/( X )不是概率密度函数. 

在 [0,3 tt /2] 上，当 x > tt 时， siazCO , 所以 / Cr ) 不是概率密度 
函数. 

例13设连续型随机变量 X 的密度函数是 


/(X) 




C 


xe 


7 ( 20 ) 


0, 


工>0, 

其它， 


则式中 C 为( 


)• 


( A ) 任何 实数; 
( C ) 1； 


( B ) 正数； 

( D ) 任何非零实数 


解选 （ B )、（ C ). 由密度函数性质， 


广+ 


C 


xe-: /( 2C) d. 


j 


t* 


/ClC) 


.2 


d 


2 C 


/(2C) 


-务 


1， 


当 C >0 时，即有上述等式成立. 

例14设随机变量 X 在[2,5]上服从均勻分布.现对 X 进行 
三次独立观察，求至少有两次的观察值大于3的概率. 

解因为 X 〜[/(2,5)，所以 


fix) 


1/3， ie [2,5]， 
0，其它. 


參 
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1 ^A = P { X >3} = 


广 5 






3 


dx 


2 


，依二项概率公式， 


/> = C^X (2/3 ) 2 X ( l -2/3 )+ax (2/3) 3 = 20/27. 
例 IS 设随机变量 X 的概率密度函数 


f(jr) 


e — (… ）， jc>jc 


0 


0, 


其它， 


则工0 


解因为 


CO 


e 


一 — __ — (x — a 


d:r= —— 


e 


J ： 


0 


e — - a ) 


1， 


a 


所以: T 。一 C2 = 0, 即 

例 16 设某河流每年的最高洪水水位（单 位: m ) X 的概率密 

_ r (2/r 3 ， x^l , 

度为 /( x )- ^ 

(0 ， x 〈 l, 

今要修建能防御百年一遇洪水（即/ ><0. 01) 的河堤，问 ：河 堤应修 
多高？（河堤高度起点与洪水水位起点相同 .） 

解设河堤高为 A ， 则应有尸01，由 


P{X^h} = \ 


x 


3 


dx 


h 2 


0 _ = 10 , 


所以，河堤应修10 m 高. 

例 17 某种螺栓的长度（单 位: 011)又〜7^(10. 05,0. 06 2 ).若 
规定长度在范围10.05±0. 12内为合格品，求任取一螺栓为不合 
格品的概率. 

解 X —7^(10. 05,0. 06 2 )，则 

( X -10- 05)/0. 06~ N (0,1). 

F {(10_ 05 — 0. 12)< X <(10. 05十 0. 12)} 

= ^[(10- 17-10. 05)/0. 06]~^[(9. 93— 10‘ 05)/0. 06] 

= ^(2)-^(-2) = 2( P (2 )-l = 0. 9544， 

所以，任取一螺栓为不合格品的概率 
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p = l — 0. 9544 = 0, 0456. 


例 18 设一大型设备在任何长为？的时间内发生故障的次数 
NXi) 服从参数为; U 的泊松分布，试 求： 

(1) 相继两次故障的时间间隔： T 的概率分布； 

(2) 在设备已经无故障工作8 h 的情况下，再无故障工作8 h 
的概率. 

解当： T>/ 时，即 7VO) = 0( 也就是相继两次故障的间隔时间 
r>? ，表示在时间段 i 内没发生故障），从而 

(1) 尸（0 =尸（了<0 = 1— = 1 —尸 = 



aty 


o 


e 


-A/ 



- h 


(2) 夕 =尸{7>16|了>8}的求法有两种 • 

一种 是：由 = 1 — 知 T 服从参数为 A 的指数分布，依 


指数分布的无记忆性尸 j X>J = P {X>t} ，得 

p = P(T^U\T^\^P{T^S} = e-^\ 

另一 种是: 按条件概率直接计算，得 
p =P{r^l6ir>8}=F{T>16,T^8}/P{T>8} 

^= P { T ^16}/ P { T ^8) 

- [1- J P{T<16}]/[1- J P{T<8}] 

= [1—F(16)]/[l —F(8)]=e- 16A /e— 8A = e -8A , 

例 19 某人每天上班有两条线可走，第一条路线较短，但容易 
堵车，所需时间（单位 ..mirOX 的概率密度为 


- e — 卜 40 ) 2 /’，工> 40 , 

/ (x )=^5 /2^ 

. 0， x ^40； 



—^ e - u - 50)2/32 , x >50, 

f Cy ) =< 2 ^ 2^ 

、 0， x ^50. 
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问 ：（1) 如果提前 60 min 离家，走哪条路线上班迟到的可能性小？ 
(2) 如果只能提前55 min 离家，走哪条路线上班迟到的可能性 
小？ 

解计算超过给定时间的概率，选择概率小的路线.由于 
/ Gr ) 和/( 3 ；)都不是正态分布的概率密度函数，在计算中可以设法 

化为正态分布来求，使计算更简单. 

(1) 因为，当时间超过60 min 时， 


尸 { X >60} = 


广十 


I 

0 


J 


60 


0 -(,- 40 ) 2 / 200 ^ 丨令 




e 一 ， /2 dt = 2[ l ~0(2)] = O . 0456, 


4 / 


2 


P { Y >60} 


2 /2tt j 

o 广 + 


e + 50)2/32 cLr 令 


x — 50 


60 




e — 〜 d ，= 2[ l — 少 （2. 5)] = 0. 0124- 


2. 5 


可见尸 { X >60}> 尸 { y >60}， 所以选择第二条路线 - 


(2) 因为，当时间超过55 min 时， 

9 r + 

P { X >55} = 




/2 d ，= 2[ l — 少 (1. 5)] = 0. 1336, 


5 


r 


p{y>55} 


/2 ；r 


+ 


e— /2 ck=2[l— 少 （1 ‘ 25)] = 0. 2112, 


1， 25 


可见尸{足>55}<尸{1^>55}，所以选择第一条路线. 

例 20 设随机变量 X 〜 A ^(0，( T 2 ), 问：当 a 取何值时， X 落人区 

间（1，3)的概率最大？ 

解因为 X 〜 AKO ，^), 所以厂0：)=步1 


X 

a 


，于是 


F(l<x<3)=^ 


a 


—<P 


a 


令上式等于 g (〃）， 利用微积分中求极值的方法，有 


g (<7)=少 




-3] 

9 


〆 j 


i ^ 

\ ^ 


a 


1 


參 
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丄 _ e - . 1 " 2广) 

\/27 ta 3 


„1 —3e 



令上式等于零，解得 W = 4/ln3. 又〆>。）<0,故 a=2//I^ 为极大 


值点，且唯一，所以，当 a=2//In3 时，X落入区间 （1,3) 的概率最 


大. 

例21 设随机变量X〜 AK//,〆）， 求概率尸 { |X_ 户 |<k}， 
是=1，2,3. 


解 此即著名的“三 a 规则”. 

P { \X — ju \ <^kc) — P {fx—ka<iX<^fJt^ka) 


<P 


fjt — ka — ju 


a 


— <p 


I fx-\-ka — {JL 


a 


<P(k) 一 0( 一 k) = 2 诊（走）一 1 - 


当 c=l 时， P { \ X - ju \< a }= 20 ( l)-l = O . 6826; 

4 

当 (7=2 时， P { \ X -^\< 2 a \ = 20 ( 2 )- l ^ o . 9544; 

当 <r=3 时， P { \ X - ju \< 3 ( t }= 20 { 3 )- I ^ O . 9974 - 

例 22 设X〜 AK60,9)， 求使X落人区间（一⑺，心]“〜，々]， 
0 2 ，+oo ] 的概率比为3:4:5的分点 Xi，x 2 . 

解 由 X〜 AK60,9) 知， （X —60)/3 〜 7V(0，1)， 故 

P I y (&( =--- Q 25, 

1 ^ \ 3 3 + 4 + 5 ， 


即 


1 ■■■■■ 


60 — Xj I 


0. 25 




<P 


60 — oci 


0. 75. 


查表知 （60 —々）/3 = 0. 075,故：^ = 57, 975. 


P{X>x 2 } = l~<P 




60 


3 ™h 4 *4~ 5 


0. 4167, 


即 ^|^ 2 ~ 60 ) =0. 5833. 

査表知 Cr 2 —60)/3 = 2. 1，故 jt 2 = 60. 63, 

例23 设 X 〜 iV (10，< r 2 )， 且尸 {10< X <20} = 0. 3,求 

F{0<X<10}, 
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解由正态分布的性态知， X 的概率分布关于直线工=/^=10 
对称，所以 

P { 0 < X < 10 } =P { 10 < X < 20 }. 

例24设 X 〜;^(10,4)， 求： 

(1) P {7< X <15}； (2) 确定 i 使尸{丨 X —10 l < d } = 0.8, 

解由 X 〜 AK 10,4) 知 ， （X —10)/2 〜 AK 0，1)， 故 


(1) F {7< X <15}=^ 


15-10 


2 


0 


7-10 


<P 




少 （2 - 5)+少 （1. 5) — 1=0, 927( 査表）. 


(2) P { iX -10 i <^} 




( 10 — 10 + d 


—中 


10—10—d 




d 


—0 


d 


201鲁 


— 1 = 0 - 8 - 


从而少 


d 

~2 


0. 9,査表知 


L 281，所以 d = 2. 562, 


例 25 设 X 的概率密度函数为 


fix) 




：e 


■■(x 2 + 4 : r 一 4)/6 


OO 〈: r< + oo. 


求 ：（1) 尸 { l <: r <3 h (2) 使 


<x> 


c 


f(x)dx = 


v 


/( jr)(Lr 的 C * 


— C3C 


解因为 
7 V (2,3)， 从而 


2 




e 


f jt “ 十 — 4)/6 





e 


-(x-2)"/(2X3) 


，所以 ， X 


7T 


P { l < x <3}= 步 


( 3 — 2 




( 1 — 


3 J 


2^ 


3 


—1 


2^(0, 5773)-1 = 0. 438( 査 表）. 


(2) 要使 


t*. 


c 


oo 

/ (x)d 


X 


rc 


/(. r ) dx ， 则 C 为概率分布的对称 




点，由正态分布性态知 C = ^ = 2 为 所求. 


_ 
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例 26 —轰炸机带着三枚炸弹投向敌方目标，若炸弹落在目 
标中心40 m 内，目标将被摧毁.设在使用瞄准器投弹时，弹着点 X 
的概率密度函数为 


(100 十 X )/10000, —100< x <0, 

f(x)=< (100 —:r)/10000, 0<x<100, 

、 0， 其它 • 

求投三枚炸弹后，目标被炸毁的概率. 

解 一 枚炸弹落在目标中心40 m 内的概率为 


广40 


f (x)djc 




40 


10000 




0 


(100 + *r)dx + 


一 40 


■40 


(100 — *r)djr 


= nnnn (100 —x)dx = 0, 64 ， 

丄 (JUUUJ o 

则炸弹落在 40 m 外的概率为 

p = l — 0. 64 = 0. 36. 

所以，三枚炸弹都落在目标中心 40 m 外的概率是 0. 36 3 . 于是，目 
标被炸毁的概率是 

户 = 1 — 0. 36 3 = 0. 953. 

例 27 公共汽车车门的高度是按成年男子与门楣碰头的概率 
不大于 0.01 设计的.设成年男子身高（单 位: cm)X 〜 AK170,6 2 )， 

试确定车门应设计的最低高度 A . 

解设车门高度为幻则应有 P { X > M <0.01. 

h —— 1 70 1 

P{X>h} = l~P{X^h} = l~0 ~~ ^ <0. 01, 

即枓 - 99 - 査表知 ^^>2. 33 ， 于是 

6 6 

六 =170+2, 33X6=183. 98, 

所以，车门最低髙度应为 184 cm. 

例 28 对一批新子弹，任意抽取 5 发试射，如果没有一颗子弹 
落在离开靶心2 m 以外，则该批子弹被接受.设弹着点与靶心的距 
离 X 的概率密度函数为 
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fix) 


2 -xe T 

1 — e : 9 

0, 


0〈 i 〈3, 

其它， 


求该批子弹被接受的概率- 


解任取一颗子弹落在靶心2 m 以内的概率是 


P{Q<X<2] 


2 xe 








0 


1 — e 


所以，该批子弹被接受的概率是 


gdx 


1—— e 


e 


— 


一 4 


1 一 e 


4 . S 


— 9 


0 


1—— e 


1 一 e — 9 


1 — e 


-9 


第四节随机变量的函数的分布 


主要内容 


1. 随机变量的函数及其分布 

在一些试验中，某些随机变量往往不能直接通过观察得到，但 
它是某个能直接观察的随机变量的函数.这些随机变量称为随机 
变量的函数，它们的分布称为随机变量函数的分布.一般地，随机 
变量的函数的分布可以借助随机变量的分布获得 • 

对随机变量的函数7=发(尤），当 X 是离散型时，7也是离散型 
随机变量.当 X 是连续型时，般也是连续型随机变量，但也可 
以不是连续型随机变量. 


2 . 定理 

设随机变量 X 有概率密度函数/ x ( x )， — oo < Cx 〈 + °° ， 又设 


= 〆 ：*：)处处可导，且有 〆 （, z )>0 或 〆 UXCK 即 gCz ) 严格单调）， 

是连续型随机变量，概率密度为 

a<y</3, 

0. 茸女， 


fr(y) 
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其中是 〆 . r ) 的反函数， 

a=min — oo) ，犮 （ + 00) } ， ^ — max{g( — <=>o) ，贫 （+ 00) }. 

该定理可以推广到 # Gr ) 是分段严格单调的情形，此时 

7V(_y) ~fx\_h\ ()’) ] |A’i (_y) I +/V [ 办 2 (J)] \h'z (y) j + …. 

疑难解析 

1. 离散型随机变量的函数为什么一定是离散型随机变置？连 
续型随机变置的函数为什么不一定是连续型随机变置？ 

答 对离散型随机变量来说， X 的可取值为有限个或可列无 
穷多个，因而的可取值也为有限个或可列无穷多个（当 y 
有相同值可合并时，取值个数比 x 取值个数减少），故知 y 也是离 
散型的随机变量. 

对连续型随机变量而言，的可取值因归类合并等原 
因，可能只有有限个或可列无穷多个.这时， Y 成为离散型随机变 
量.有时的分布可以既不是阶跃函数，也不是连续函数， 
这时 yvoo 不存在， y 也不是连续型随机变量（见例 is ). 

2. 计算随机变量的函数的分布时应注意哪些问题？ 

答 首先应准确确定 Y 的取值范围，一般地，由即决定 
了 y 的取值范围.但在离散型变量的情形，要注意相同值的合并. 

其次应正确计算 y 的分布，特别是连续型随机变量 x 的函数 
的情形.当单调或分段单调时、可按定理写岀 A (_ y ) ; 否则 
应先求出 F y ( 30 ，再求 / y ( j ). 

方法、技巧与典型例题分析 

_、离散型随机变置 X 的函数的概率分布的求法 

对于 X 的每一取值 x ,, 写出 Y 的对应取值再由 
P{Y = y , }= P{X = jt, } 写出7的概率分布.如果: V ,有相等的值 ，贝 [J 
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应将相等项的概率合并，得到规范的 y 的概率分布 .y 的概率分布 
一 般仍用分布律的形式写出. 

二、连续型随 机变霣 X的函数 gOO 的概率密度函数的求法 
一般有两种方法. 

(1) 分布函数法先设法求出 F y (>0, 再求导得出 AO)， 即由 

进行代换得尸 y (_ y )= 尸 由 
反函数工=尽 _1 (3 /)，得/ = P{X 《贫一 U3O }~ Fx ( g ~ 1 ( y )) ，求得 

A(_y ); 然后再利用在连续点有 n ( jo =/ v ( 30 , 求得 Ab ). 

要注意 的是： 第一，反函数是否一定存在，若不存 
在，则此方法不可用；第二，对 J 的不同值， FyOO 不一定相同（即 
F y ( 3 ，) 可能是分段函数），解题时要注意讨论. 

(2) 当: yz^O) 符合定理条件（即:^=贫(工)严格单调、可导）， 
则直接套用公式就能得到 

ifxihdy)) \h' ( 3 ^) ! , aCy<i^ , 
fr \ y )~ { 

1 0 ， 其它. 

要注意的是 ：第一 ，要正确求出 A (_ y )， 并确定 a ,/9 ; 对分段单调 
情形，要求岀 (： y ) ， h 2 ( y ) ， …，并求出 «»/?. 第二，代人公式时要正 
确计算 / x (/ K 3 ，））. 

例1设随机变量 X的分布律为 

P{X—Xi } —pi (/= 1 ， 2 ,…）， 

求随机变量以下两种情况下 y 的分 布律： 

(DY-CX ； (2)Y=3X 2 . 

解因为X是离散型随机变量，所以7也是离散型的. 

(1) 由题给条件知，事件 {7= CX } 与事件{叉=^}等价，因而 
的分布律为 

P {Y ~ Cx ,} =P {X = Xi } = Pi (?• = 1 ， 2 ， …）. 

(2) 此时，要考虑 a 的取值范值.若 x , 只取正值，则事件 
{7=3.2：, ? }与事件{又=1}等价，于是得出 

P {Y = 3xf} = P {X =jr,} = p, ( 7 ’ = 1 ， 2，…）. 
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若 A 可取正、负值，则事件{7 = 3¥丨与事件 U = aUX = 
— x 」 等价，因而 Y = 3 P 的分布律为 


P{Y=3j ： n-=P{X=^}+P{X^-^} (/ = 1 ， 2 ,…）. 

例2设随机变量 X 的分布律 如下： 


X 

-10 12 

Pk 

0 _ 1 

0 . 2 

0 . 3 

0 . 4 


* a =2 x + i 与 y 2 = x 2 的分布律_ 

解 A 的取值为一1，1,3,5，与叉取值个数相等，因此概率不 
必合并，得 Yi 的分布律 如下： 

Y^ZX+1 -1 1 3 5 

~p k oTl oTi 03 04 

y 2 的取值只有 o ， i ， 4 三个，当 x=-i 与 l 时， y 2 = i , 所以概 
率要合并，得 h 的分布律如下： 


y 产 x 2 

0 

1 

4 

pk 

0 , 2 

0 . 4 

0 . 4 


例3 设 = 々丨=(1/2)\々=1，2,…，令 

—1 1，当 x 取偶数时， 

7= 1 — 1，当 X 取奇数时， 

求随机变量 X 的函数 y 的分布律. 

解利用概率的加法 公式. 

尸{7=1}=尸{又= 2}+尸{又=4} +〜+尸{/ = 2々} +〜 


— ^ -——- —I -(― * _ _ 

4 丁 丁 




/ 1 ] 

II 

f l-ll 

\ 4 J 

1 厂 

4 j 


P { Y =- l } = l - 


例4 已知随机变量 X 的分布律为 


X 

1 

2 3 " 

_ n … 

Pk 

1/2 

( 1 / 2) 2 ( 1 / 2) 3 •- 

• ( 1 / 2 Y … 


拳 
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求随机变量 X 的函数 y = sinUX/2) 的分布律. 
解因为 


7 = sin(7rX/2) 


—1，当又 = 4々_1， 

0，当又 = 2々，々 = 0，1，2, 
1，当 X = 4々一 3， 


所以，: T 只有一1，0，1三个值，由等价关系得 


P{Y=-1 


4走 一 1 


+ : + …+ 了 


+ 


1 =2 
8(1-1/16)—!^， 


尸 {y =0 } = 


+去 


+ 7 


4(l-l/4) 


p{y=i}=Y+[yj + 

= 8 _ 

— 反 

故 Y^sinOX/Z) 的分布律为 


a 一 3 


丄 

-- 


十 


2(1 — 1/16) 


-1 


2/15 


1/3 


8/15 


例5测量一类圆形物体的半径X为随机变量，其分布律为 


0 . 1 


0. 4 


0. 3 


求圆周长 A 和圆面积7 2 的分布律. 

解7 1 =2开又和7 2 =兀又 2 都是又的函数，' 和>^ 2 各自的值均 
不相等，不需合并，所以 A 和匕的分布律分别为 




20tt 


22jt 


24tt 


26tt 


0. 1 


0. 4 


0. 3 


0 . 2 
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Yz 

IOOtt 

12U 

144ti 

169n 

Pk 

1 

0. 1 

0. 4 

0. 3 

0. 2 


例 6 设通过点（0，1)的直线与 x 轴的正向交角为(0<^< 
W ， 求这直线在 X 轴上截距; (： 的概率密度函数. 

解设直线与 x 轴正向交角是随机变量 J 〜 t /(0,7 T )， 概率 
密度为 


fm 


1/丌， 0<<?<丌， 

0，其它. 


而 x = ^(W = — cot 沒，即 X = gid ) 


cotd . 反函数 d = h ( x ) 


arccot (— jt ) 在（一 co ，+ c «) 内取值，且貧(仍在 （0， n ) 内单调并处处 
可导 W ( j ) = — 1/ (14* x 2 ). 故依定理有 

fxi-r) = f6[_h{x)~\ 丨 一 l/(l + : z )i = l/[5t(l + ： r 2 )]， 

其中 — oo < jr < + oo , 

例 7 设随机变量 X 〜 U (—7 t /2,7 t /2)， 求随机变量 Y = sinX 的 
概率密度函数 / r ( jO . 


解因为 y = sinjr 在（一 ? r /2, tt /2) 上单调、可导 ， .r =力 （>) 




arcs [ ny ^ h f ( y ) — l / V \~ y 2 ， 由于 




(1/^ r , 

0 , 


xG ( —7 T /2,7 t /2) ， 
其它， 


min { sirLr } = — 1， max { sinx } = 1, 






所以依定理有 


fv(y^ 


fxLh(y)^\h f iy)\ fl/(7t /T ^)， 


0 


0, 


其它. 


例 8 已知随机变量 X 的概率密度 


fxix ) 


2 x/ 穴 2 ， 0 O< 丌， 

0, 其它， 


求随机变量 y = 的概率密度. 
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解 y = smx 在 （0,7 r ) 不单调，所以 
要用分布函数法.因为 0<_ y < l ， 所以，由 
图 2. 3知 

F Y ( y )= P { Y ^ y }= P { smX ^ y } 

=尸{ (CXXSxO U ( x 2 < X < tt )}, 
其中 JOi=arcs\ny ^ x 2 — ^ — arcsinjy* 

由 A ( jo = no ，）， 得 



图 2. 3 


fy(y) 




■ r , 


0 


fx(x)dx-h 




X , 


fxtr)dx 


/ dx ^ ^ cLz'z 
fxM d ^~ fxu 2 ) d ^ 


丌 2 vl 


arcsin3；+ (tt — arcsinjO] = — 


2 




y 


tt/T 




于是 


fy(y) 


2 /(^ \/1 — y z ) ， 0 〈 }< 1 ， 

0， 其它. 

作图作为一种方法，可以达到非常好的直观效果，可以帮助我 


们正确分析和计算，希望读者很好地学习和掌握作图方法 • 

例9设随机变量 X 〜 iV (0， l )， 求 y =2 X 2 + l 的概率密度函 


数 ■ 

解3^2^ 2 + 1不是单调函数，只能用分布函数法求解•当3/ 
〈1 时 ， /^V ( j ) = 0;当 j 时， 


Fy ( j )= P { J = P {- X 1 < X < X 1 }, 



其中\/(: y —1)/2_ 于是，由图 2. 4 知 


Fyiy) 


x 


i Y 2 ^ 


e 


x L ft 


dx 




人 y —\m ^/2 /k 


e 


xV2 


dx 


H 2. 4 


C v ( 夕 一 I) / 2 



J 0 


士 e— ， /2 dx. 
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故 fY ( y )=^ F f Y ( y ) =- ==ze "~^^ 1)/4 ， 

2 

' _ l _ e -< y - l)/A 

即 f A y ) J 2 ^ U ^ l ) ， ^ ， 

、 0 ， 1* 

例 10 已知一只昆虫所生的虫卵数 X 〜; r ( A )， 而每个虫卵发 
育为幼虫的概率为/>，且各虫卵是否发育为幼虫是相互独立的.求 
一只昆虫所生幼虫数 y 的概率分布. 

解因为 X 〜 tt ( A )， 即 = v 々！ ，是= 0，1，2,…•工 

个虫卵能够发育为幼虫的个数 y 〜所以 

P{Y=y\x=x}=^a ； p y (i-pr^\ 尸 o ， i ， 2, … ， : r. 

由全概率公式，得 


n 


p{y=jy} = ^)p{x=x},p{y « GN. 


1 = 0 


而必有故 


n 


P { Y ^ y } = ^ 


X x e 


— j 


x=：y 


x ! 


x ! p y q^ y 
yl (^—y )! 


( Xpye~ A 


n 


E 


^=y 


aq ) 


jo—y 


( jr ~ y ) J 


^ qp) y e 

~ yV 


-a n ~y 

-S 


= 0 


( Ag ) 

*^7 


k 


(g = l—/>)• 


令 /! 


。，即得 
P { Y ^ y }^ 


apye x ^_ apr _^ 


yl 


e 




e 


乂 p 


，： y = 0，l 


攀 •《 


故可以确定一只昆虫所生幼虫数服从泊松分布 km ). 

例11设随机点落在以原点为圆心、尺为半径的圆周上，并对 
极角是均匀分布的 ，求： 

a ) 该点横坐标的概率密度, • 

(2) 求连接这点与点（一尺，0)的弦长的概率密度 • 

解 （1) 设极角为随机变量0〜 f /( — Kd )， 圆周上任一点 A 的 
横坐标 X 取值为 x ， X =/? cos @， 于是 
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fe(6) 


1/2 丌， 一 汐 <丌， 

0,其它. 

x —g(d) 的反函数沒 =A (: r) =arccos O/R) ，当 <9 在 [— 兀，穴]上取值 
时，^在[—穴，/^上取值，但 > r = g •(刃不是单调函数，只能用分布函 
数法求由图 2. 5知 




图2 


F x {x)^p{x< z x)^p{-n<d<-e l )+p{d l <e<iz) 


6 i 


71 


Cn 


f{6)dd+ 


JT 


/( 沒） ( 取 A=arccos 






arccos (.r//?) 


n 


2 丌 


< d ^+ 




jf 


h / 


arccos 


( x / R ) 2^ 




1 - arccos 


x 


7 t 


R ， 


一 R 〈 x 〈 R ， 


所以 


/ x ( x ) 


1/(7W^— 工 2 ) ， —R<sc<R ， 


0, 


其它. 


(2) 设弦长为随机变量 Z ， 取值 [0,2 尺] _ z = 2 Rcos 了，反函 


数 0= A ( s ：) = 2 arccos 2 r ( z /2/^). 由图2_ 6知 

Fz ~ P {Z^z} =P { — 兀〈 6 〈 — 01 } ^ P{6i<Z0<in} 


2arccos( ； /2R) 




n 


2 ?r 


d 汐 + 


2arccosCc/2/?) 2^ 




=1 -^arccos 

7T 2/v 


0^ z ^2 R j 


所以 


fz(z) 




Z/(nvTR 2 -z 2 ). 

0, 


O ^ z ^ ZR ^ 

其它. 


« 
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图 2- 6 

例12设 X为连续型随机变量，分布函数为 FCr)， 密度函数 

为 / Cr ) 求下列随机变量的分布函数与概率 密度： 

Cl) Y^l/X ； (2) r 2 =|X |； (3) y 3 = e-". 

解 （1) 因为 F'Od^FU/XC%}， 所以 

当力 <0 时，由于 {1/X< m } 等价于{1/%<又<0}，于是 

F Y ( y . i )= P { l / y ,< X < 0 }= F ( 0 )~ Fa / y l )- 

I 

当力 = 0时，由于 {I/ XSm } 等价于 u<0}， 于是/ ^(30 = 
F(0). 


当 M >0 时，由于 {1/ X > m } 等价于 { Z <0} UU > W ， 于是 

FyAy^^Fm-^l-Fd/yO. 

又 : r = l /^ i ，: r : = — W <0, 由公式得 


A 







(M 声 0 )* 


(2) 因为尸'0' 2 )=尸 {| XK %}= P {— 所以 

当时， 

Fv ^ yz ^— F ( y 2 ) ~ Fy 2 ). 

当3^2 <0时， ^ Y z (^2 ) ~ 0 . 

m r , . 、 (/^2)+/(— ^ 2 ) ^ y 2 > 0 , 

因此 fr 2 ( y 2 )- F Yz ( y z )^ 。， ^ <() _ 

(3) 因为 y 3 = e 所以 In %. 当 ％>0时， 

^V 3 (_y3) = 尸 {< 欠 < 夕 3 > = 尸（叉 > — ln_y 3 } = 1 — ^(― lnj/ 3 ). 
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当 ％<0 时， 
因此 fy ^ (^ 3 ) 


^(^)=0* 


^3>0, 

^3<0. 


例13设有一电路如图 2. 7所示.电阻 r 。 

R 是一随机变量，均匀分布在 900 〜 1100 n _[ j 1 

之间，电流 i = 0. 01 A ， r 0 = 1000 fl ， 求电压 V ■■一 f ^ 
= iR + ir , 的概率密度. 

解因为只〜 V (900，1100 )，V = 0. 01 R 图 2.7 


+ 10,所以 V 也服从均勻分布，分布区间为 

[()• 01 X 900 + 10,0. 01 X 1100+10]=[19,21]， 


所以 


fvM 


1 / 2 , 

0, 


19< V <21， 

其它. 


例14设 x 为连续型随机变量，若 a ) x 的概率密度为 

■> 

fxM ,(2) X 〜6(义），求7=叉 3 的概率密度 • 

解因卩=兄 3 ,而: y ； = ： r 3 是单调增函数，可导，且反函数 1 = 


y 


1/3 



，故 


⑴ /办)=/“’)(}，" 3 卜}/(斤) 





， 3^0* 


(2) 由 / xCr ) 当: r >0 时为 Ae _ t ，: r <0 时为零，得 


r 


/v (: y)=H 



: y >0. 


I 0 ， y^O. 

例 15 设某工程队完成某项工程所需时间 X ( 单位: d ) 近似服 
从 iV (100,5 2 ). 工程队上级规 定:若 工程在100 d 内完工，可获奖金 
10 万元； 在100〜115 d 内完工，可获奖金3万元;超过115 d 完工， 
罚款5万元.求该工程队在完成此项工程时所获奖金的分布律. 

解 X 〜 ； V (100,5 2 )， Y 是; C 的函数，可取值为10,3，一5,故 


F{y=-5}=P{115<X< + co} = i-^f 


115-1001 
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=1 —少 （3)=0. 0013， 

P{Y = 3}= P {100< X <115} 

I 

=少（3)—步 （0)=0. 4987， 

P{Y=io}=p{X^lOO}=0^^~^- 

= 0 ( O ) = O . 5000. 

所以，所获奖金 Y 的分布律为 


Y 

_ 5 

3 

10 

Pk 

0. 0013 

F 

0. 4987 

0_ 5000 


故从本例得知，连续型随机变量的函数也可以是离散型的. 

例16设电流 J 是一个随机变量，均勻分布在9〜11 A 之间. 
若此电流通过2 fl 的电阻，在电阻上消耗功率 W = 2/ 2 , 求 W 的概 
率密度. 


115-100 


—少 


100-100 


解反函数/=± VW2,162<1^<242. 当 W>0 时， 


F w M = P { W ^ zv } 


^/^ujz 


- vW 2' 


f(mi ， 


当 W<0 时， F w ，（uO = 0- 


由于 


//(0 = 


1/2， 〖 e (9， ii )， 
0，其它， 


所以 


f\V ( ZV ) 




V 2 / w , 162< W <242, 


0, 


其它. 


硕士研究生入学试题分析 


— 、本章考试要求 

1. 理解随机变量及其概率分布的概念，理解分布函数 (FCr) 
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= 的概念及性质，会计算与随机变量有关的事件的概 



2. 理解离散型随机变量及其概率分布的概念，掌握 0-1 分布、 



3. 理解连续型随机变量及其概率密度的概念，掌握概率密度 


/(x)- 



^> 0 , 


与分布函数之间的关系，掌握正态分布、均匀分布、指数分布及其 


应用. 

4 . 会求简单随机变量函数的概率分布. 

二、本章重点内容 

求随机变量相关事件的概率，随机变量的分布函数或概率密 
度，求随机变量函数的 分布. 在硕士研究生入学试题中很可能与随 

机变量的数字特征构成综合题. 

(― ) 离散型随机变量的概率分布 

1. 从数1，2,3,4中任取一个数，记为叉，再从1,2,…，; f 中任 

取一个数，记为则尸 7=2}= _ • (2005 年三、四） 

解因为 

P{X = i] = 1/4 G = l ， 2,3,4 )， ， 

而 P{Y~2\X=l}=0, P{Y = 2 | X =2} = l /2, 

P{Y = 2|X=3} = l/3, 尸 {y=2|X=4} = l/4 ， 

故 尸 {7=2} = 1/4X (0+1/2+1/3 + 1/4) = 13/48, 

2. 设随机变量 X 服从正态分布 iV (0， l )， 对给定的 《 (0<«< 

1)，数〜满足尸{又>« 11 }=«.若尸{|叉|<0：}=«，则1等于（ ）_ 

( A ) tC a /2 i ( B ) tl\ — a /2 9 ( C ) ^ (I — a) /2 i ( D ) — 

(2004 年一、三、四） 

解选 ( C ). 由尸 { |又|<:^-^知，尸{ \ X \^ x } = l - a . 又由分 
布 7 V (0，1) 的对称性知 = 

3. 设随机变量 X 〜 S(2 ， /0 ， Y 〜召（ 3 ，户），若尸 U>l}=5/9, 
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则 P { y > l }= _ . (1997 年四） 

解 本题的关键是先求出/>.解方程 
p { x >\)= c \ pa - p )+ c \ p z {\- py ^2 p ~ p z =^/9, 

得/ > = 1/3( 负值舍去），于是 

P { Y ^\} = \~ C\X (1/3 )°X ( l - l /3) 3 =19/27. 

4 . 假设一厂家生产的每台仪器，以概率 0.7 可以直接出厂，以 
概率 0. 3需进一步调试.经调试后以概率 0. 8可以出厂，以概率 0. 2 
定为不合格品不能出厂.现该厂生产了》 Oz >2) 台仪器(假设各台 
仪器的生产过程相互独立） .求： 

(1) 全部能出厂的概率 

(2) 其中恰好有两台不能出厂的概率 A 

(3) 其中至少有两台不能出厂的概率 <9. (1995 年四） 

解 记4 = { 仪器需进一步调试 } ，记 { 仪器能出厂 } ，则万 

=={ 仪器能直接出厂}，儿 B ={ 仪器经调试后能出厂 }. 

由条件知，方=万+九6,且 

P ( A )~0. 3» 尸（5 | A ) = 0. 8， 

P ( AB )^ P ( iA ) P ( B \ A ) = 0. 3 X 0. 8 = 0. 24， 

P ( B ) = P ( A )+ P ( AB )=0. 7 + 0. 24 = 0. 94. 

设 X 为所生产的 m 台仪器中能出厂的台数，则 X 〜= 
5(«，0.94)，所以 

a = P {X = n ) = 0. 94”， 
^= P { X = n ~2}= ClX 0. 94 fl — 2 X 0. 06 2 ， 

6 = P { X^n — 2} = 1 — P {jc = n — 1} — P { x ~ n } 

= 1-« X 0. 94"—【 XO . 06 — 0. 94 M . 

5 - 设厂 （工）与尸 2 (工)分别为随机 变量兄与& 的分布函数，为 

使 FCr )= aF ,( T ) — 6 F 2 Cr ) 是某一随机变量的分布函数，在下列给 

定的各组数值中应取 （ ）. 

( A ) a = 3/5 , b = — 2/5； ( B ) a = 2/3,6=2/3 ; 
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(C) a=-l/2,fe = 3/2; 


(D) a = l/2^= —3/2. 


解选 （ A ). 


(1998 年四) 


lim F x ( x ) = l f lim F 2 ( jo ) = 1» 


lim ( x ) — bFi ( jt ) —a 一 b — 1 f 


故 ( A ) 满足此要求. 


(二）连续型随机变量的概率分布 
1 . 设随机变量 X 的概率密度为 


fix ) 


1/(3 、 x G [1，8]， 


0, 


其它， 


FCr ) 是又的分布函数，求随机变量 F = F ( X ) 的分布函数. 

(2003 年三、四） 

解当 x<l 时， FU ) = 0 , •当 时， F (: r ) = l ; 而当 : rG 


[1 ， 8 ]时 »F(x) =J^l/(3v / x ? )dx= — \. 

设 y = 的分布函数为 GG )， 则：当 3 < 0 时， G (： y ) = 0 ; 当 3 / 

>1 时， G ( 3 ；) = l ; 当 : ye ( 0 ， 1 )时，有 

G(y)= P{Y^y} =P{F(X)<^} 

= P{VX - 1 <3^} = P{X^(y + l) 3 } 


= F[^(y + l) 3 j = v(y + l) 3 — 1 =)，， 

所以 ， r = F (; o 的分布函数为 

，0， y <0， 

G ( y ) — ^ y f 0<： y < l ， 

、 1 ， y 1 • 

2. 设*^和叉 2 是任意两个相互独立的连续型随机变量，它们 
的概率密度分别为义 （* r ) 和/ 2 (. r ) ，分布函数分别为厂 Cr ) 和 

尸 2 ( 了），则（ ）• 

( A ) / iC ^+^ Cr ) 必为某一随机变量的概率 密度； 
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(B) /Ax)/〆^) 必为某一随机变量的概率 密度； 

(C) /^(d+ACr) 必为某一随机变量的分布 函数； 

(D) /^(x)F 2 0t：) 必为某一随机变量的分布函数. （2002 年一) 
解选 （D). 


( 1 ) 


QO 


:/所以 （ A) 不成立 


(2) 设叉:〜^/⑺^)，；^〜^；^)，*)^!] 


r 


fl (^) f 2 (jo)dx 


rz 1 1 I 


所以 （B) 不成立. 

(3) 厂（+ 00)=尸 1 (十00)+尸 2 (+加）= 2，所以（0不成立- 

(4) 可以验证，单调不减，右连续，所以 
(D) 成立. 

3. 设随机变量 X 与 Y 均服从正态分布，又〜以（^，4 2 )，7〜 

iV ("，5 2 ) ，记/ 4} ^ 2 = F { F ^//+5} ，则 （ ）• 

(A) 对任何实数都有 / h = />2; 

(B) 对任何实数都有 / mCPz ; 

(C) 只对# 的个别值，才有九=户 2 ; 

(D) 对任何实数〜都有九>九. (1993 年五） 

解选 (A). 化为标准正态分布讨论. 

户 2=P{y> " +5 卜叫卜叫^ ^)， 

由标准正态分布的对称性知，九 = p 2 . 

4. 设随机变量 X 服从正态分布”(//，(7 2 )，则随 a 的增大，概率 
Pi \ X ~ fx \< a ){ ). 

(A) 单调 增大； （B) 单调 减小； 

(C) 保持不变； （D) 增减不定. （1995 年四) 

解选 (C). 因为 
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m 叫 1 ^^<吾1叫 1 

所以不因 0 的改变而改变. 

5 . 设随机变量X的密度函数为〆 x)， 且〆: c)=^—_r)，F(:r) 
是X的分布函数，则对任意实数1有（ ). 


(A) F (- a ) 
(C) F (- a ) 


ra 




1 




0 


< p ( j ：) djr ; (B) F ( — a ) 





JO 


)dx 




F ( ah ， 


(D) F (- a ) = 2 F ( a )- l . 


* 



(1993 年四) 


解选 (B). 由〆 一i) = p(:r) 知，密度函数曲线关于 y 轴对称， 
故 


F (~ a ) = 


0 


x)dx 


* 


6 . 设随机变量X服从指数分布，则随机变量 Y = min(X，2) 的 


分布函数( 


). 


(A) 是连续函数; 
(C) 是阶跃 函数; 


(B) 至少有两个间 断点； 

(D) 恰好有一个间断点. 

(1999 年四) 


解选①) . x 是连续函数，但在2处， y 的分布函数间 


断，于是有 F(3；) = 


1 —e 


— Xy 


y<2, 

y^^2* 

7 . 设随机变量 X 的概率密度为 


1/3，若[0，1]， 
/(x)=^2/9， 若： rG[3,6]， 

0，其它 • 

若 k 使得尸{乂>々丨=2/3,则々的取值范围是_ 


(2000 年三） 


解 [1，3].因尸々丨= 2/3,故 〈々丨 = 1/3,由于 




ri 


—dx 




0 


故是取值范围是[1，3丄 
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8. 设随机变量 X 服从 （0,2) 上的均匀分布，则随机变量 y 


X z 在(0,4)内的概率分布密度 / y (>0 = 


(1993 年一） 


解 


fxix) 




1/2，了6(0,2), 

0，其它， 


而 ：y = x 2 ，: r = vy ， x ’ 


/ y (^) = 


2/7 


士 X 


单调.由定理有 


2/ 


3^ 


ivy 


0, 


(0,4), 


其它. 


9 . 已知随机变量 X 的概率密度为 


fix ) 




e—— 


00<工〈+ 00, 


则 X 的分布函数 FGr ) 


解 F ( x ) 






x 


e’d 尤 


e 


X 


(1990 年一） 


: r <0. 


ro 


e’ck + 


rx 


0 


e 


l dt= 1 — —e 


x 


x 〉 0. 


10. 设随机变量 X 服从均值为 10, 均方差为 0. 02 的正态 分布. 


已知 


0(. x ) 


X 


e~ w /2 du , 中 （2. 5) = 0, 9938, 


co 




则 X 落在 （9. 95,10. 05) 内的概率为_ . 

解 P { 9 . 95< x <10_ 05} 

(9. 95-10 X -10 10, 05 — 10 


(1988 年一) 


0 . 02 


0 . 02 


0 . 02 


= 20(2. 5 )-l = 0, 9876. 

11 . 设随机变量 X 的概率密度为 


/x(x) 


e 


^ jr 


0, 


x >0, 

x < C 0, 


求随机变量7 = 〆 的概率 密度八 G )_ 

解 F Y ( y )= P { Y < y }= P { e x < y } 


(1995 年一） 


鲁 


110 






F{X<ln^}, ： y>l ， 


0, 


y < il * 


当: y>l 时， F Y ( y )= P { X < lny } 


「 ln )， 


n 




0 


因此 


fr(y) 




0， 3 / <1, 

F r Y (y) = l/y 2 ^ ： y>l. 

i 2. 假设随机变量 x 服从参数为 2 的指数分布•证明 y 


1— e _2 X 在区间（0，1)内服从均匀分布. 


(1995 年五） 


AJJ 

解 


F 


x 


1 —e" 2j 

0 , 


工>0, 


3 ；= 1 — 是单调增函数，: r =+ ln ( l — 3O , 则 


G ( y )= P { Y^y }= p { l - e 2 X < y } 






0, 


故 


Giy )= 


0，><0， 
0< ： y<l ， 
1， y>h 


13. 设随机变量 X 的概率密度 /( 


2 x ， （0,1)， 


x 


以 Y 表 


10,其它， 

示对 X 的三次独立重复观察中，事件{叉<1/2}出现的次数，则 
P {7 = 2}= • (1994 年四） 


A3J 

用申 


P 


x <\ 


1/2 




2xAx=x 


0 


0 


P(Y = 2 )=ClX 


X 


，故 


A = A 

T _ 64 


14, 设随机变量 X 的概率密度 / Cr ) 


2工，（0，1)， 


现对 X 


0，其它， 

进行〃次独立重复观察，以表示观察值不大于 0. 1的次数，试求 


随机变量 R 的概率分布. 


(1994 年五) 
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0.1 


解 p = P { X ^0. 1 } = /( x)dx = 2 

J — oo 

记 X <0_ 1 为成功，则 K , 〜 S (/2,0. 01)， 有 


， 0 ‘ 

0 


xdjr = 0. 01- 


P { V „ = ? n }= C 7 X 0. 01 m X 0. 99 n ~ m (m = 0， l ，...，《). 

15 . 假设一电路装有三个同种电气元件，其工作状态相互独 
立，且无故障工作时间都服从参数为 A U >0) 的指数分布.当三个 
元件都无故障时，电路正常工作，否则整个电路不能正常工作，试 
求电路正常工作时间： T 的概率分布. （1996 年五) 

解以 X G _ = l ，2,3) 表示第/个电气元件无故障工作的时 
间，则相互独立且同分布.分布函数为 


= e_ ' x>0 ’ 

1 0， 

设 g ⑴是: r 的分布函数.当， <o 时， G ⑴=0;当 c>o 时，有 

G ( t )= P { T < t }^ l - P { T > t } 

= \- P { X l > t , X 2 > t , Xi > t ) 

= \~ P { X l > t ) P { X 1 > t } P { X ,> t ) 

=1- [1 —F ⑴] 3 = 1—e 一 3 ' 


故 

即 : T 〜 e(3A). 


Git ) = 


L ::' 


，< o , 

，>0, 


16-设随机变量 X 的绝对值不大于1，尸{叉=—1} = 1/8, 
P { X - l }- l /4. 在事件 { —1< X <1 丨岀现的条件下， X 在（一1,1) 

内的任一子区间上取值的条件概率与该子区间长度成正比，试求 
^的分布函数 (1997 年三) 
解显然，当 x < — 1 时，/ ^( x ) = 0;而当 : r>l 时 ， jF (: t ) = 1 .又 
1别<1，故户{ — 1<又<1丨=1 — 1/8 — 1/4 = 5/8，则由均匀分布的 
定义知 
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/ > {-l<X<x|-l<X<l} = (X+l)/2, 
P {- KX ^ x ) 



= P{-l<X^x,-KX<l} 

= P{-l<X<l}P{~l<X^x\-l<X<l) 

_ 5 x+1 — 5(i + l) 

"¥ X "" 2 — ^16• 

即当一 1<X<1 时， 

F ( x )= F { X <- 1} + P {- 1 < X <^} 

= 1/8 十 5U + 1)/16 ， 

0 ， x<C — 1 ， 

故 F (: r) =—1/8 +5 (x +1 )/16 ，一 l^x<Cl j 

, 1 ， ^^1. 

17. 设随机变量 X 的概率密度函数为 

fx (^ c ) = 1/[丌（1+工 2 )]， 一 oo <: r < + ^， 


求随机变量 y=i — #的概率密度函数 


(1988 年一） 


解用分布函数法求.由 


得 


P{Y^y}=P{l~ VX^y}=P{XXl-yy}, 

F Y (y)=p{xxi- y y} = i-p{x<a-yy} 


i - 


O — .v ) 


7 T ( l +： r 2 ) 


dj ：， 


/ y (^)=^(^) = 7r[ - 1 3 ^ L (1 ^ ) 




〈3 ；<C + oo . 


18. 设随机变量 X 在 [1，6] 上服从均勻分布，则方程 P + Xr 


+ 1 = 0有实根的概率是 


(1989 年一） 


解因为 d = X 2 — 4>0成立，;02,所以 

/ >=( 6 — 2)/(6 — 1 )= 0 , 8 , 

19. 若 X 〜 7V(2 ， a 2 ) ， 且尸 {2<X<4} = 0. 3 ,求尸 { X <0}. 


(1991 年一） 


解 


P { x < 0}= Pi ^<- 2 


1 _ 0 


a 


a 


尸 {2< X <4}= 尸丨 — 2 


a 


<P 


<y 


a 


a 


，而 

2_ 
a 


少 （0)， 
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即 ^ — I =0. 3 + 0(0) = 0. 3 + 0. 5 = 0. 8. 

\ ° / 

于是 P { X < 0 } = 1 ~ 0 . 8 = 0, 2. 

20 . 设随机变量X 服从正态分布 （ a>0), 且二次方 

程 y + 4^+X = 0 无实根的概率为1/2,则#=_ • 

(2002 年 一 ） 

解 若二次方程无实根，则必有判别式4 2 — 4X<0 ， 即义> 
4.所以，尸{足>4丨=1/2,于是，尸{叉<4} = 1/2,知1 = 4为正态分 
布 iV(p，cr 2 ) 的对称点，从而知 "=4. 

21. 设：^和; C 2 是任意两个相互独立的连续型随机变量，它们 
的概率密度分别为 /iU)*/〆^), 分布函数分别为 A (: T) 和 

尸 2 (了），则（ ). 

(A) Ac^+y^cr) 必为某一随机变量的概率 密度； 

(B) (: T)F 2 Gr) 必为某一随机变量的分布 函数； 

(C) + 必为某一随机变量的分布函数； 

(D) 必为某一随机变量的概率密度. （2002 年四) 
解 选 (B). 

因为 f +CC [/iU)+/ 2 (：r)]d.r = 2, 所以 (A) 不 成立. 

J 〜 oo 

因为= 所以 （C) 不成立 • 

x^O 

因为 若不〜 仍0，1)，尤 2 〜^/(1，2)，则/ 1 (_2：),/ 2 01：)不能成为 
随机变量的概率密度，所以 （D) 不成立_ 

而心(0：)，^(^)经过验证，满足不减性、有界性和右连续性， 
所以为某一随机变量的分布函数. 
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第三章多维随机变量及其分布 


第一节二维随机变量及其概率分布 


主要内容 

1. 二维随机变量及其分布函数 

设; 尤，…，兄>是定义在同一样本空间13上的随机变量，则 
向量 ( X M X 2 , …，; O 称为 n 维随机变量或《维随机向量.当《 = 2 
时，称为二维随机变量，记为 ( X ， y ) 或($，7). 

对于任意实数工，3；，二元函数 

称为二维随机变量 ( X ，10 的联合分布函数. 

2. 联合分布函数 FG :， 30 的性质 
分布函数 F ( x ，： v ) 在 （ x ，？) 处的值就 

是随机点（叉， y ) 落在图 3 . 1所示以点 
(. r ， y ) 为顶点的位于其左下方的无穷矩形 
域内的概率. 

分布函数具有以下 性质： 

(1) F (: r ,： y ) 是变量 I 和3；的不减函数. 

(2) 0< FGr ，： y )< l ， 且 

lim F{x^y) = 0 9 lim FO ，： y) = 0 ， 

j ： 一 一 oo , 一 00 ， 

J 固定 f 固定 

lim F(jTjy)=0^ lim F(x, 3 ^ ~ 1- 

* — oo , ) ，一 ► — CO + oo * V ■ 十 oo 
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(3) 关于 x 右连续，关于 y 也 右连续，即 

FCx，}) s^Xx + O，）） ，尸(工 ，：y) ，：y+0), 

(4) 对任意 (A ， _yi) ， （： r 2 ,_y 2 ) ，若 •r 1 <C ： r 2 ， 3 ^< 3 ； 2 ，则 

Fix z < > y2 > )—F{002^1) —F(x x ,3/2) + F(xi ,3/] )>0. 

相当于随机点 (X ，： n 落在图 3. 1 中画有交叉线的阴影区域内的概 
率 ( 其右上角顶点为 (☆ ，％ ) ，左下角顶点为 ( 心 ，…））. 

3. 二维离散型随机变量及其概率分布 
如果二维随机变量 (x ， y ) 的所有可取值为有限对或可列无限 
多对，则称 (x ， y) 是离散型随机变量 . 

若 （ X ， y) 的所有可能取值为 U, ，％ ) ， z，_; = l ， 2 , …，则称 
戶{又=々，7=：^=加为二维离散型随机变量（；^>0的概率分布 
或 x 和 y 的联合分布律 . 

联合分布尸 = Av 有以下 性质： 

co 00 

/ 2] 夕。 = 1 ， 

r 5 = 1 1 

离散型随机变量的联合分布具有形式 


尸 ( ：， _y) = 2 2 a> 

4. 二维连续型随机变量及其概率密度 
设对二维随机变量 (x,y) 的分布函数 fct ， 3 ；)， 存在非负函数 
/(1 ， 3 ； ) ，使得对于任何的 1 ， 3 ；，有 


Fix , y ) = 


f iu yV^)Audv , 


则 (X ， y) 为二维连续型随机变量 . 函数 /(h_y) 称为 (X ， Y ) 的联合 


概率密度函数， 

5. 概率密度函数 /U ，： y ) 的性质 

(1) /(x ， _y)>0, 即 /(x ， y) 为非负 函数 ; 


( 2 ) 


一 c>c> J 


/(x,jy)dxdjy —f ( + °°， + °°) = 1; 


^ F(t v ) 

(3) 在 /Cr ， j) 的连续点 （ x ， y) ， 有一一 ^=/U,y); 
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(4) 对、 rQy 平面上的任意区域 G ， 点 ( X ， Y ) 落在 G 内的概率是 

P { CX , Y ) eG }= fU , y ) dxdy . 

G 

疑难解析 

1. 事件 U <_ r ， Y < y } 表示事件 { X < x } 与 { Y <： y } 的积事件， 
为什么 pu < x ， y <)，} 不一定等于尸 

答与仅当事件山5相互独立时 才有尸 (乂 
一样.这里，依乘法原理，有 

P{ X<x, Y^y } = 尸 {} 尸 {y< 3 H 

那么，当尸和尸彳相互独立时，有尸 = 

尸 { Y < W ， 因而下式 成立： 

P {X^jo jY^y] —P {X^ ： x}P {Y^y}. 

2. 事件 { X < a , Y <6} 与事件 {X>a 是否为对立事件? 
为什么？ 

答 事件与事件 
{ X > a ， y >6} 不是对立事件，由图 3. 2知， 

事件发生，即随机点 （ X ， y ) 

落在图左下部阴影区域内；事件 
>△} 发生，即随机点 （ x ， y ) 落在图右上部 
阴影区域内.它们的和事件不遮盖全平面 
区域，所以不是对立事件. 

3. 计算概率 p {( x ， y ) eG 丨时应 注意些什么？ 

答当 ( x ， y ) 是离散型随机变量时， 

p {( x , y ) eG } = 22 A > 

注意，必须找出 G 内所有使 A ; 关0的点0,，％)，不能遗漏. 

当 ( X , Y ) 是连续型随机变量时， 
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P {( X , y ) GG }= f(x,y)dxdy. 

VC 

G 

注意，必须正确确定二重积分的积分限.特别是在区域 G 要分块计 
算时，不要有遗漏或重复求积的现象发生. 

在求 ( X , Y ) 的分布函数 F ( u ) 时，对 R 2 平面上的各个区域 
的概率都要正确求出，并按顺序累积（可运用矩形区域的和逆等运 
算，求得 FCz , 30 ). 

方法、技巧与典型例题分析 

一、 二维离散型随机变暈 ( X ， Y ) 的联合分布的求法 

在理解二维随机变量和二维随机变量的分布函数等概念的基 
础上，确定实际问题中的 ( x ， y ) 的所有可能取值.通常可以由定义 
与古典型概率方式求出尸{义=%，7=力};但有时要借助于事件的 
关系与运算性质，如和、差、积、独立性与全概率公式等来求•将全 
部尸 {叉=^,，7=%}列出，即得 ( XJ ) 的分布律. 

二、 二维离散型随机变量的分布函数的求法 

求二维离散型随机变量的分布函数时，不仅要正确计算 Av ， 
更要注意验证是否满足分布函数的性质， 

例1在元旦茶话会上，每人发给一袋水果，内装3只橘子，2 
只苹果，3只香蕉.今从袋中随机抽出4只，以 X 记橘子数， Y 记苹 

果数，求 ( m 的分布律. 

解 X 可取值为 0，1，2,3， Y 可取值0,1，2. 

P{X=-O,Y=O} = P{0}=-O, 

P{X = 0 1 Y = 1 }= C \ C \ C \ / C 卜2 / 7 0， 

P{X = 0,y=2}= C° 3 ClCl /C| = 3/70, 

P{X=l,y = 0 }= C \ C \ C \ /C 4 8 = 3/70, 

P { X=l ,Y = 1 } = 18/70 ， 

F{X=l,y = 2}= C \ C \ C \ /CH9/70, 
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P{X = 2,y=0}=aC^/C^ = 9/70, 
尸 U= 2 ， y = 1} =CfC!Cl/C 卜 18/70 ， 
P {X=2^Y —2} — C 3 C 2 C 3 /Cg = 3 / 7 0 , 


P{X = 3,Y=0}=ClC° 2 Cl/Ct = 3/70, 
P{X=3,Y=l}^ClC\Ct/Ct = 2/70, 
F{X = 3 ,y = 2}= P (0)= O . 


所以， （ x ，: n 的联合分布律 如下: 


\x 

0 12 3 

1 

1 


0 

0 

3/70 

9/70 

3/70 

1 

1 

2/70 

18/70 

18/70 

2/70 

i 

2 

3/70 

9/70 

3/70 

0 


例 2 将一枚均匀硬币掷三次，以 x 记正面出现的次数，以 y 
记正面出现次数与反面岀现次数之差的绝对值，求随机变量 
( X ， y ) 的分布律. 

解 X 的可取值为0，1，2,3,7的可取值为1，3.由7 = 
IX — （3— X )丨 知：当 X = 0,3 时，7=3;当 X = l ，2 时， Y = l . 利用二 
项分布可得 


P{X = 0, y -3} = ( l /2) 3 = l /8, 

P{X=l,y=l}=C^Xl/2X (1/2) 2 -3/8, 
P{X = 2 ， Y=1}=C1X (l/2) 2 Xl/2 = 3/8, 
F{X = 3,y=3}=C^X(l/2) 3 = l/8. 

所以， （ x ， y ) 的联合分布律为 



0 12 3 


1 

0 

3/8 

3/8 

0 

3 

1/8 

0 

0 

1/8 


例 3 已知 X 的概率分布为 

F{X= —2}=P{X= —1}=F{X=1} =P{X = 2} = l/4, 
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求 ：（ i) y=x 2 的分 布律； （ 2 ) 求 (x ， y) 的分布律 . 
解的分布律为 


因为 2 ， y=4, 所以，由事件的等价性，有 

P{X^~2,Y^A}^P{X=-2} = l/A. 

同理 P{X=-l,y=l}=P{X=-l} = l/4, 

/ ? {x=i ? y=i}=P{x=i} = i/4, 

P{X=2jY—i}=P{X = 2 } = 1/4. 

所以的联合分布律为 


例 4 一箱零件有 10 个，其中有 2 个一级品， 7 个二级品， 1 个 
次品 . 从中任取 3 个，用 x 记其中的一级品数， y 记其中的二级品 
数，求 (x ， y) 的联合分布律 . 

解 X 的可取值为 0 ， 1 ， 2 ， Y 的可取值为 0,1 ， 2,3. 由题设知 ，2 
<x+y<3 , 故 

P{X=0,Y=0}=P{X=0,Y=1} = 0, 

P{x=i,y=o}=F{x=i,y=3}=o, 

P{X=2,y = 2}=F{X = 2,y=3}=0, 

P{X = 0,Y=2}^C° 2 C 2 7 C\/C° 2 = 7/A0, 
P{X=0,Y=3}= C^CWClo = 7/24 ， 
P{X=l,Y=l}= C\C\C\ /C? 0 = 7 / 6 0 ， 
P{X=l,y=2} =ac?c?/c?0 = 7/20, 

P{X = 2,Y^O}=ClC° 7 C\/Cto=l/l20, 
P{X=2,Y=l}= clc^cyclo = 7/120. 
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所以， （ x ， y ) 的联合分布律为 



0 

1 

2 

3 

0 

0 

0 

7/40 

7/24 

l 

0 

7/60 

7/20 

0 

2 

1/120 

7/120 

0 

0 


例 5 —盒内装有大小相同的21个球，分别标有号码1，2,…， 
21.现从盒中随机取出一球，以 X = 0 和又=1分别记取得球的号 
码为偶数和奇数的事件，以 y=0 和 Y =1 分别记取得球的号码为 3 
的倍数与不是 3 的倍数的事件，求 ( X ， y ) 的联合分布律. 

解 （ X , y ) 的可能取值为（0,0)，（0，1)，（1，1)，（1，0)，要找出 
它们的积事件. 

样本空间基本事件总事件数为 21. (0,0)含号码为6，12，18等 
三个事件， （0,1) 含2,4,8，10，14，16,20等七个事件，（1，0)含3,9, 
15,21等四个事件，（1，1)含1，5,7，11,13,17，19等七个 事件. 由古 

典型概率计算公式，求出 

P (0,0) = l /7, 尸（0，1) = 1/3， 

尸（1,0) = 4/21， P ( l ， l ) = l /3. 

所以， （ x , y ) 的联合分布律为 


>< 

0 

1 

0 

1/7 

4/21 

1 

1/3 

1/3 


例6将一均匀硬币掷三次，以 X 记前两次正面出现的次数， 
以 y 记三次中正面出现的次数，求 ( x ， y ) 的联合分布律. 

解 X 可取值为0，1，2,7可取值为0，1，2,3.显然（0,2)， 
(0,3)，（1，0),(1，3)，（2,0)，（2，1)为不可能事件，概率为零.而 

F{x=o,y=o}= J p{x=o,y=i} = (i/ 2 ) 3 =i/ 8 , 

/ , {X=l,y=l}=CiX (1/2) 2 Xl/2~l/4» 
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P{X=l,y=2}=C^X(l/2) 2 Xl/2=l/4, 

P{X = 2,Y = 2}=P{X = 2,y=3} = (l/2) 3 = l/8, 
所以， （义，7) 的联合分布律为 



i 0 

1 

1 

2 

3 

0 

1 

1/8 

1/8 

0 

0 

1 

0 

1/4 

1/4 

0 

2 

0 

0 

1/8 

1/8 


例7设离散型随机变量 ( X ， TO 的分布为 

A ；=<^+>)/30 ? f = 0， l ，2,3 且 j = 0， l ，2, 

求 ：（1) P { X >2, r <2}? (2) F { X > y }； (3) P { X + y -4}. 

解 （1) 事件 { X >0， y <2} 包含（3,2)，（3，1)，（3,0)，所以 
尸 { X >2， y <2} = [(3 + 2)+(3 + l ) + (3 + 0)]/30 = 2/5. 

(2) 事件包含（1，0)，（2，1)，（2,0)，（3,2)，（3，1)， 
(3,0 )， 所以 

P { X > y } = (1+3 + 24-5 + 4 + 3)/30 = 3/5. 

(3) 事件 { X + y =4} 包含（2,2),(3,1),所以 

尸 { X + y =4} = (4 + 4)/30=4/15, 

例8设 ( X ， Y ) 的分布函数为 FCrj )， 试用 F ( x ， y ) 表示： 

(1) P{a<：x^b,Y<c}； (2) P{0<Y<b)i 

(3) P{X>a,Y<6}. 

解 P {a^jc^b jY<^c } = F (b ,c) — F (a ， c ) ， 

P { 0<ZY〈b} = F ( - h °° — F ( + °°，0) ， 

P { X >^, y <6} = l - hF ( a ^)- F (+ oo ^)- F ( a ,- foo ). 

三、二维连续型随 机变置 ( x ， v ) 的计算通常存在的几个问题 

(1) 已知分布形式，求分布的密度函数和分布函数•解决这类 
问题的方法 ，一 般是依据分布的定义，由题给条件讨论.要注意不 
同区域上密度函数的不同表示形式，将密度函数与分布函数写成 
分段函数形式. 

(2) 已知函数，讨论其是否是二维随机变量的分布函数或密 




度函数.解决这类问题的主要依据是，已知函数是否符合定义，特 
别要注意验证是否满足分布函数或密度函数的性质. 

(3) 已知函数，确定函数中的参数，求分布函数或密度函数， 


并求事件的概率.解决这类问题应首先依据分布函数或密度函数 
的性质，然后分区域讨论，正确确定各积分区域的积分限，计算二 
重积分，依据结果写岀分布函数或密度 函数. 在求给定区域上概率 




时，关键是将区域用不等式组表出，顺利地将 /(^ oOdxdy 化为 


G 


二次积分.要注意积分区域的分块与积分限的配置, 


例 9 说明函数 

(0， x <0 或: y <0 或 x + ： v < l ， 

其它 

不是二维随机变量的分布函数 • 


解虽然有 

尸 （一 oo ，） f) = FO , 一 oo) = 0， F ( + oo, +00) = 1， 

且 F ( J ：，3；) 对 J ： 与}右连续和单调不减，但是，若取1 ，-Ti 
=^； 2 = 2 # 1，则有 

Fix z ^yz)— F(jt 2 ， jy!) — F(jti 


= 1 — 1 — 1 + 0 = — 1 . 

这与尸 {： r I < X < x 2 ,3；:< T < > y 2 »0 矛盾，故不是二维随机 
变量 ( X ，>0 的分布函数. 

例10说明函数 


F(jt — 



1/2+ (1 — e J )(l+e v )， 

1/2， 


sr >0, y >0, 

其它 


是否为二维随机变量(叉，7)的分布函数 • 

解不是.因为它不满足分布函数的性质 

lim FU,y) = l/2^0. 

► "- OO , V~^ — CO 


例 11 


设片且 



0 


g ( jr ) dx = 1，有 
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/( 工， : y) 




2 g ( vG ?+ y ) 


O ^ sc f y < + oo f 


7c y"x 2 +y 

0， 其它. 

问: /( r ， 30 是否可以作为二维随机变量 ( x , y ) 的概率密度函数? 
解可以•显然， /( x ，3；)>0, 是不减函数，又 

^ 2 g { 




r ) 




K/2 


de 




丌 \/ x 2 -\-y 2 
4-oo o 

g(r)dr 


dxdjy 


^ r (r)dr= 1 


o 丌 

W v v 

符合概率密度函数的性质，所以，可以作为二维随机变量 ( x ，10 的 
概率密度函数. 

例12说明函数 

， 2 + y ， 工 2 +乂<2， 

0， 其它 
不能作为随机变量 ( x , y ) 的概率密度函数. 

解因为 


/( D ) 








f*. 


J r (x,y)dxdy 


(x z -\-y 2 )dxdy 


十 ，<2 




rzn 


dd 


、rr 


r z dr = 2 n^l 


o 


不符合概率密度函数性质，所以不能作为 ( x ， y ) 的概率密度函数. 
例13求在区域 g 上服从均勻分布的随机变量 ( x , y ) 的密度 

函数与分布函数，其中 G 由直线 ： c = 0,3； 
= 0,3；= x+l 所围成 • 

解如图 3. 3所示，先计算 G 的面积 
&， S G = l /2, 所以 （ x ， y ) 的联合密度为 



/( U ) 


2，（工， _ y ) GG ， 

0，其它. 

求尸(^)需要分区域进行讨论. 




124 






(1) 当 x < —1 或3/<0时，有 

/Or ，，） =0 ， F(x^y) = 0. 

(2) 当一 + I 时， /( 了， 2) = 2,有 


F ( x ^ y ) 


_v — 1 


dx 


「■ r+l 


—1 


J 


0 


2 dj + 


rx 


dx 


y^~ 1 


fV 


0 


2dy= (2x —: y 十 2)y 


(3) 当 一 l <: r <0,3 ；>:c + l 时，有 


F(x 9 y) 




x 


dx 


2dy= (:c + l) 


2 


(4) 当 x >0,0<3/<1 时，有 


F(:r ， y) 




i 


dx 


一 i 


rx+i 


0 


2 djy + 


ro 


dj ： 


y-l 




2dy= (2 — y)y. 

0 


(5) 当: r >0,3^1 时，有/^0：，3；) = 1. 


所以 FCr ， 30 是一分段函数 


0, 


i2x — y^b2)y^ 
F ( x , y )=^ (: r +1) 2 ， 


: <一1 或: y <0， 

— 1< t <0,0<： vO + 1 ， 
—l< ： r<0 ，： y> ： r+l ， 


( 2 — y ) y , i >0,0<： y < l ， 

1， 

例 14 随机变量 ( X ， y ) 在区域内服从均 
勻分布，求 / Cr ， ： y ) 与 F ( j : ，夕) . 

解设 ( X ， Y ) 的概率密度为 


/( 工， : y) 


A , a^jc^b yC^y^d , 
0，其它， 


则 


f ( Xfy)dxdy = 


n 


— ooj 


rd 


dx 


a 




c 




所以 


f(x,y) 


A(b — a)(d - c ) ， 

1/ [( 办 一 a) (<i —c)] ， a^x^b t 

0， 其它- 


同上题方法，分区域讨论（见图 3. 4)， 得 
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1 


( 4 ) - 

■ ■ 

< 2 ) 一 
( 3 ) -■ 


d 


c 



_I_1_I_ L 

o ^ 工 b 


or 


图 3 . 4 


0, 


x < Ca , y < ic , 


F ( x ^ y ) 


(x — a) (jy — c) 
( 6 - a) {d — c) ’ 


a 


^ x < C 6, c ^. y < Cd ^ 


(y—c)/(d—c ), jr^b ， c<y 〈 d ， 
(x — a)/{b — a ), a^x<ib y y^d^ 


1， 工^ 

例 i 5 设二维随机变量 （ x ， y ) 〜"(并，内，(7?,<7|，户），其概率 
密度为 


f 、工， y 、 


2丌/ 


:e — 如七 2 _ 8 . r _ 2 出） /6 ， + ^ 


求参数卢1，外，4,4，/>的值 • 

解因为 

^ 2 -\-2xy+y 2 — Sjr — 2y + i_i(x—l) 2 ^r2(jo—l)y-\-y 2 

6 2( VTY 


所以，与二维正态分布的密度函数比较，得 

内 =1 ’ 内 0, 4 = 1 ， <72 := 4» P == 1/2* 

故知 ( X ， y ) 〜 AKl ，0; l ，4; — l /2). 

例16设二维随机变量 ( X , Y ) 的概率密度为 

f (x »3 J ^ ~Ae +3 5/2oo ^ — C xd<^x» 3 ^ < C + °° » 

求 ：（1) 系数 4 的值； （2) 确定 Od ) 的分布及分布的 参数; 


(3) P{X>Y}. 


解⑴ 






CO 


CO 


Ae 


o 


2 


)/200 


drd > (极坐标代换) 


« 
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i 2 tt r+ 






0 


Ae r /2 °°rdr—200nA = 1, 


得 i 4 = 1/(200 丌）, 


e - ( x £： + j ^)/ 2 O 0 


(2) f ( jo ^ y ) 




e 


tx /100 + ： //100) 


200n 2nX100 

所以， （ x ， y ) 〜7^(0,0，10 2 ，10 2 ,0)，是二维正态分布, 
(3) 由对称性，尸 { X > y }= P { X < y } = l /2, 


例17设随机变量 ( X ， y ) 的分布函数为 


F(x ， y) = 


c -3~ x -3~^ + 3 

0 , 


— 丨一 V 


其它， 


求：（1)常数 q (2) 概率密度函数 /Cr , 30 . 


解⑴由1 




r + 


(c-31 — 3—) + 3n)cLcd )， 




(2) ，(工^ (3 、 3 -广、 3) 

= 3 — n ( ln 3) 2 ， 


故 


f ( x ^ y ) 


3 n ( ln 3) 2 ， 

0， 其它. 

例 i 8 设随机变量 ( x ， y ) 的概率密度为 


f(x,y) = 

求：（1)系数乂 的值; 


A(R— VV+y ) ， X 2 y z ^R z , 


0, 


其它, 


(2) 概率尸{-(叉，10云工 2 +/< 〆 } « R )• 

解需利用极坐标代换 


( 1)1 


广+ 


fix^y)dxdy 
A (R — jc 2j ry 2 ) djrdjy 




j 2 +， 2 < i ? 2 

rzit cr 


A 


dd 


4 # 


0 


0 


得 


(R — r)rdr = AnR 3 /3^ 
A = 3/ (nR 3 ). 


，得 c 




(2) F{(x,y)ex 2 +y<r 2 } = 


r 2« 


kR 

3r 


dd 


{R 一 r)rdr 


o 


2 


R z 


1 




2r 

3 R 


/( 工，: y) 


例 19 设随机变量 ( X ， Y ) 的概率密度为 

々（6 —^ — }) ， 2?? 

0, 其它， 

求：（1)常数々； (2) P { X < l , y <3} ? 
(3) 尸 { X + y <4 K 见图 3, 5), 





解⑴ 


-- -4 




/( x’jOcLrd 夕 


广4 


dy 


n 


々 （6 — x — jy)d:r 


X 


k 


(10 — 2 y^dy — Sk j 


图 3 . 5 


故 


(2) P { X <1, Y <3} = 




广1 


々 = 1/8. 
^r (6 — x—y)dy 


o 


广3 


8 


11 




dy ^ 


8 . 


(3) P { X + Y <4} 




8 


dx 


「4 一 ： r 


0 


(6 — x — y)dy 


j 


0 


6 — 4 x + 


x 


2 


dx 


例 20 设二维随机变量 ( XD 的概率密度为 


/( 工，: V ) 


6 e 一 (⑽)， x >0，）>0, 

、 0， 其它， 

求： （1) F ( x ^ y ) ; 

(2) 尸 {2 X 十 3 Y <6}. 

解 （1) 分区域讨论（见图 3. 6 ). 

当 x <0，}<0 时， F ( jr ，））= 0. 

当 jt ^> 0 ， jy 〉0 时， 



图 3 . 6 




128 





. 


Fix ^ y ) = djy 


X 


0 




6 e _<2 J +3 " ) dx =( l - e~ 2x )(l 


e 


— 3 夕 


). 


即 


F ( xjy ) = 


(1 — e 2x ) (1 一 e 3y ) ， x^>0 jy^>0 j 


0, 


其它. 


(2) 尸 {2 X 十 37<6} 


6 e 


(2 x +3^) 


didjy 


m/AJ 


2 jt +3^^6 




dx 

0 4 / 


2(3 — : r )/3 


e 


C2jt+3>) 


0 


dy 


— 7 e 


一 6 


0. 9826, 


例 2 i 已知随机变量 ( x , y ) 的概率密 




度为 




1/2，0«1，0«2， 

0,其它， 

求: x 与 y 中至少有一个小于1/2的概率. 

解事件{ X 与 y 至少有一个小于 
1/2} 等价于随机点 （ X ， y ) 充满图 3. 7 中& 
UAUA ， 所以 


o 


1 

1 





丄 


X 


图 3. 7 




P 




f(jc y y)dxdy 


W 5 3 
1/2 

dx 

0 


1/2 

0 


djy + 


ri/2 


dx 




0 




1/2 


djy + 


dx 


1/2 


1/2 


0 




= ( l /2 Xl /2 + l /2 X 3/2 + l /2 Xl /2)/2=5/8. 

也可直接用几何型概率求解（记* s 为边长分别为1和2的矩形面 
积），则 


P = (*Si+S2+S3) A 5 

= (1/2 X 1/2 + 1/2 X 3/2+ 172 X 1/2)/2 = 5/8. 

例 22 设随机变量 ( x ， y ， z ) 的密度函数为 

e _ +z) ， ^ >0)3；>0 ^ >0> 

0， 其它， 

求概率尸 { x < y < z }. 

解 即求随机点 （ HZ ) 落人区域 G : {0< x <- foo ,^<^< 
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/( 


OCyV^Z 


) 





a <2< + oo } 内的概率，所以 
P{X<Y<Z}=\\\fCT jyj z)dxdydz 


djr 


0 


*r 


广 

* : 


0 


_ 广 」 

■ u 




(x + y+z)d 


e— 之 ck 


y 


J 6 


例 23 设二维随机变量 ( X ， y ) 的概率密度为 


工 >:v 


1/2 


JT+ v — 1/2 


1/2 


图 3.8 


/( 了， :V) 


1/y^ 0<x<y,0<y<l , 


^丨0，其它， 
求：尸 U + y > l /2} (见图3_ 8)_ 

解 P{x+y>\/2) 




l-P{X+Y<l/2} 


1- 


•1/4 ri/2-x I 

dx — d V 

Jo Jx V 


*1/4 r 

1- 

J 0 ■ 
0. 6534. 


ln T 


lnjr djr 



二维随机变量的 
边缘分布与条件分布 


主要内容 

一 、二维随机变置的边缘分布 
1. 边缘分布函数 

组成二维随机变量（叉，7)的随机变量各自的分布函数 
F x ix) ， F y (: y) 称为二维随机变量 (X,：H 关于 X 和关于 F 的边缘分 

布函数. 

边缘分布函数可以由（尤小)的分布 函数尸 0，夕)确定，即 
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F x ^^r)—P{X^ i xjY<i-\r <: >^} z == lim F(x ,3；) = F(x, +°°) ? 

y—► + co 

Fy (: y)=P{X 〈十 lim F (x , y) — F ( , y). 

x*' + 

2. 边缘分布律 

设二维离散型随机变量 ( x ， y ) 的联合分布律为 

P { X = x t ^ Y = yj } — pij ^ /， j = l ， 2,…， 

则 x ， y 的边缘分布律为 


P {X = xi)= pi. = 2 A； ， ？• = 1，2 ， ••• ， 



00 

P{Y^=yj)=p . ^ ^ p tJ , j=l ， 2 广、 

/ = i 

3. 边缘概率密度 

设二维连续型随机变量 ( X ， y ) 的联合概率密度为 /Cr ， _y )， 则 
关于 X 及7的边缘概率密度为 


/ x (^) 




f(x,y)dy, friy) 


j 


00 


/(x ， _y)d.r. 


二、二维随机变置 ( X ， y ) 的条件分布 
1. 条件分布律 

设二维离散型随机变量 ( x ， Y ) 的联合分布律为 

尸 {X=.r; ^Y—yj}^p,j, i , j— 1 ， 2 ,…， 

关于 x 和 y 的边缘分布分别为 


P{X — x i )=p i . 和 P{Y^yj}~p.j, 

则对于固定的 j ， 若 

P{x~X\Y~y } )=pij/p.j, ;' = 1，2,… 

为在条件下，随机变量 x 的条件分布律. 

对于固定的/，若尸 U = ： c ,} = A .>0, 称 

P { Y = y \ X = Xi ) = pij / pi . , j = l ，2, … 

为在条件下，随机变量7的条件分 布律. 

2. 条件分布函数 

给定 > 设对于固定的任意 e >0, 尸 b ，一 e < Y <_ y + G >0, 且对 
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任意实数: T ， 极限 

\ imP { X ^ x \ y - e < Y ^ y ^ e } 

JT ~*0 + 

^\xmP{X^x,y-e<Y^y + e}/P{y-e<Y^y + e} 

x -0 + 

存在，则称此极限为在条件 7 = 7 下 X 的条件分布函数，记为 

F X \ Y (^ r \ y )- 

设 （ x ， y ) 的联合分布函数为 fu ， 30 ,联合概率密度为 
/ 0r ，_ y ) .若在点(:^ 30 ，/(^, 30 连续，边缘概率密度八 00 连续，且 

/ y ( j 0>0, 则 


f(u y y)du 

F xlY U \ y ) = J - fAy) ― 



/yOO 


au 


擎 


称 / x ! y(：r 130 = 为在条件 y = y 下 X 的条件概率密 度. 

类似地定义 


m y 

f { x ^ v)dv 
F Y [ Ay \ x ) = ] - fAx) — 



f ( jQyV ) 

/ x (工） 


dvy 


fv\xiy\x) = 


/( U ) 

八⑴ • 


二维随机变量 ( X ， Y ) 的联合分布唯一确定边缘分布，也唯一 
确定条件分布.反之却不一定 成立. 


疑难解析 

1. 二维随机变置 ( x , y ) 的联合分布、边缘分布和条件分布之 
间存在什么样的关系？ 

答由定义知， （ x ， y ) 的联合分布唯一确定关于 x 和关于 y 
的边缘分布，也唯一确定条件 分布. 反之，边缘分布与条件分布却 
不 一 定能唯 一 确定联合分布.但由 

fix^y) ^fxix)fY\xiy\x)~f Y {y^fx\yix\y) 
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知，一个条件分布和它对应的边缘分布能唯一确定一个联合分布 - 
例如，二维正态分布 （ x , y ) 〜 ak 巧，内，的边缘分布 
是 x 〜内， a ?) 和 y 〜 ak 内,4)，很明显与 无关; 而 （ m 的边 
缘分布 x , y ， 当 a 不同时却可以得到不同的联合分布 

N (/^1 » fj-z ) <^1 » ^2 » - 

学完下一节后我们将知道，当组成 ( x ， y ) 的 X ， y 相互独立 
时，有 PU < x ， y <3；} = PU < x } F { Y <_ W ， 即 Fix ^ y )- 
F x ix ) F Y ( y ^. 于是知，相互独立时，边缘分布能唯一确定联 

合分布，从而知条件分布也能唯一确定联合分布. 

2. 二维随机变量的边缘分布与一维随机变量的分布有什么 

联系与区别？ 

答从某种意义上讲，二维随机变量的每个边缘分布是一维 
随机变量的分布. 如， 二维正态分布 ( X , Y ) 〜 

边缘分布 X 〜 AK 内， a ?)， y 〜 TV (内， d ) 具备一维分布的性质，所以 

说，边缘分布与 一 维分布有联系. 

但是从严格意义上讲，二维随机变量的边缘分布是定义在 R2 
平面上的，而一维随机变量的分布是定义在实轴上的，两者的定义 
域 不同. 如 （ m 的边缘分布心(工）=尸认<工，7<+00}表示随 
机点 （ x , y ) 落在区域 {—<=> o < x < x ，一 oo < y <+ oo } 内的概率，而 
尸0)=尸{叉<^}表示随机点 X 落在区间 （一 co ， x ] 上的概率.两者 

是有区别的. 

3. 为什么不能用条件概率定义直接定义连续型随机变置的 


条件分布？ 

答在第一章中得知，尸（4|5)=尸（乂5)/尸 （ B ) 当尸(£)>0 
时成立，在离散型随机变量时，可以借此定义，用条件概率定义直 
接定义条件分布 

P{X = x i \Y=^y J }=P{X = j： l ,Y = y j }/P{Y = y J }=pij/p -j. 

但是，在连续型随机变量的情形，因为在任一点概率 
P{X—XyY=y } = 0 , P{X~x)=P {Y = y) = 0 , 
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所以，不能用条件概率定义来定义条件分布.要定义一个区间 

{jt — e < CX^x + e } 或 { y —^^ Y ^ y -^ re } , 

使 FU — e < X<x + e }>0 或尸 {_ y — e < Y<y + e }>0, 才可以作为 

分式的分母，然后用 e —0 的极限得出条件分布的定义 


Fx\y(^t \y) =P {X^sr \ Y = y) =lim 


P {X^x ^y — e<jY <：y + e} 
P {y — eKY^y + e} 


4. 两个正态随机变量的联合分布一定是正态随机变最吗？ 

答 不一定.一个二维正态随机变量的两个边缘分布也是正 
态随机变量，但是，当两个边缘分布都是正态随机变量时，其联合 
分布未必是正态随机变量.例如，设 X 〜 AKO , l )， y 〜 iV (0， l )， 而 
( x ， y ) 的联合分布密度函数为 


fCz,y) 


2丌 


exp 


一 +u 2 十 y) 


m 


(1 +sin:rsinjy) 


时， （ x ， y ) 就不是正态随机 变量. 

同时指出，由两个随机变量的联合分布密度 / Cr ， jO 容易 
求出各自的边缘分布密度 / x ( x ) 和 / yG ) ，但是，已知 ACr ) 和 
/ V (_ y ) 时，未必能求出联合分布密度/ (. r ，？)• 


方法、技巧与典型例题分析 

―、已知联合分布求边缘分布问题 

首先要区别离散型和连续型的不同 情形. 对于离散型的情形， 
只要将联合分布律的各横行或各纵列元素分别相加，填在联合分 
布律的边缘上（这也就是边缘分布这一名词的来历）即得.对于连 
续型的情形，一般利用定义用积分求出.但要注意，在/(工， 30 为分 
段函数时,积分也要分段求出；特别是当/&， 30 仅在某个区域不 
为零时，要作出 G 的图形，用“穿线法”确定积分限，使二重积分计 
算得出正确结果. 

二、连续型随机变最的条件分布的求法 

在计算条件分布时，离散型的情形可以由公式直接得出，比较 
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简单，连续型随机变量的情形则较为复杂.如求 / xirOrly ) 时，首先 
要排除 A (: v ) = 0 的区域，即仅对厶( 30 > 0 才有定义.其次，要考 
察 / Crd ) 的值，在 /Cr ,3；) 为零的区域， /^ Crb )=0 ; 若 / UoO 是 
分段函数， / X | y ( x |： y ) 也要分段表示. 

例 1 设二维随机变量 ( x ， y ) 联合分布律为 


><| 

1 2 3 

1 

0 

1/6 

1/12 

2 

1/5 

1/9 

0 

3 

2/15 

1/4 

1/18 


求 ：⑴ P {x = Xi },P{Y = yj }； (2) y = i 下 x 的条件分布律 • 

解 a ) 将纵列或横行各数分别相加，得尸{叉=二}，尸7= 
其分布律分别为 


X 

1 

2 

3 

y 

1 2 3 

Pk 

1/3 

19/36 

5/36 

pk 

1/4 

14/45 79/180 


(2) 因为 

P { Y = i } = i / A y P { X = x 1 | y = l }= Ai /( l /4), 

故下 x 的条件分布律为 

p{x=\ |y=i}=o/(i/4)=o, 

J p{X=2|y=l} = (l/6)/(l/4) = 2/3, 
F { X =3| y = l } = (l/12)/(l/4) = l /3. 

例 2 ( x ， y ) 的联合分布律为 



i 1 _ 2 3 4 

0 

0 

1/16 

0 

3/16 

1 

1/8 

1/8 

1/16 

0 

2 

1/16 

1/16 

3/16 

1/8 


求 ：（ i ) x 和 y 的边缘分 布律； （ 2 ) x = i 下 y 的条件分布律 • 

解 （1) 将横行或纵列各数分别相加，得 x 和 y 的边缘分布 

律为 
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X 

123 y 

12 3 4 

Pk 

1/4 5/16 7/16 Pk 

1 

3/16 1/4 1/4 5/16 


(2) 因为 P { X =1} = 5/16， 

由 P{Y = yj\X = l }^ pu / pi . , 

得 X =1 下 y 的条件分布律为 


J P{y=l|X=l} = (l/8)/( 5/16) = 2/5, 
F{7 = 2|X=1} = (1/8)/(5/16) = 2/5, 
F{7 = 3|X=1} = (1716)/(5/16) = 1/5 ? 


P{Y=i\X=l} = 0. 

例3将某医药公司9月份和8月份收到的青霉素针剂订单分 
别记为 x 和 y . 据以往的资料知， x 和 y 的联合分布律为 



| 51 

52 

53 

54 

55 

51 

0. 06 

0. 05 

0. 05 

0. 01 

0. 01 

52 

0. 07 

0. 05 

0. 01 

0. 01 

0. 01 

53 

0. 05 

0. 10 

0. 10 

0. 05 

0. 05 

54 

0. 05 

0. 02 

0. 01 

0. 01 

0. 03 

55 

0. 05 

0, 06 

0. 05 

0. 01 

0. 03 


求：（1)边缘分布律； （ 2) 8 月份的订单数为 51 时， 9 月份订单数的 


条件分布律. 

解 （1) 将横行或纵列各元素分别相加，即得关于 X 和 Y 的边 


缘分布律为 


k 

51 

52 

53 

54 

55 

pk * 

0. 18 

0. 15 

0. 35 

0, 12 

0. 20 

p - k 

0. 28 

0. 28 

0. 22 

0- 09 

0, 13 


(2) 由尸 ( y =51 }=a 28,对照 X 值，得条件分布律为 


k 

51 

52 

53 

54 

55 

P{X = k\Y^Sl} 

6/28 

7/28 

5/28 

5/28 

5/28 
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例 4 以 X 记某医院一天出生婴儿的个数，以 Y 记其中男婴的 
个数，设 x 和 y 的联合分布律为 


P{X = n,Y = m) 


e _ 14 X 7, 14 W X 6. 86… 




m 


Cn—?n) I 


m = 0, lz ; 於 = 0 ， 1 ，2, _•• ， 

求 ：（1) 边缘分布律； （2) 条件分 布律； （3) 当 X = 20 时， y 的条件 
分布律. 

解由题给条件，得 


/I 

( 1 ) P{X = n} = ^P{X^n 9 Y^m) 

m=0 


« -14 


2 


m = 

：0 

e— 

14 

n 

! 

* 

e — 

14 

n 

1 

* 

e 一 

14 


m 14 ffl X6, 86 w ~ m 

m I in — ] 


n 


S 

171 = 0 


n! X7. ir X6. 86” 

m J (n 一 m) I 


m 


5]crX7. ir X6. 86 … 


m = 0 


n 


14”， w = 0 ， l ， 2. 


V * ■ 


P {Y — m) = 


e 


14 


n = 0 

—14 


e 


7, 14 m X 6. 86 … 

m ! (n — m) | 

CO t 

6. 86" 


m 


e 


X7. 14 w 2 




k 


14 


m 


X7. 14 m Xe 


6. 86 


e - 7 . u x Z ^ 


m 


m 


0 ， l ，-_ •，/ 2 (k = n — m). 


(2) P {X = n\Y = m}=P {X — riyY — m}/P{Y — m) 

= 6. 86 M _ m /[( n — w ) ! e 6 . 86 ]， n = m ，m + l ，…， 

P{Y — m \X = n) =P {X = rtjY = m)/P {X = n} 

=c ： xa. 14/14rx(6. 86/U)”— m ，m = 0 ， l ， 2, … ， n ， 

(3) P{Y=m\X = 20}=C^X0. 5l m X0. 49 20 _ m ， 

m = 0,1 ，… ，《. 
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/( 工，: V ) 


e 




求 


例 s 随机变量 ( x ， y ) 的概率密度为 

3 _， X 〉。，}〉：， 

0,其它， 

P{X>2|Y<4}. 

解如图 3.9 所示 • 因为 


而 


图 3. 


F{X>0,y>4} 






:V 一 

e y dx = ye 


y >0. 




0, 




r(* 

f {jo f y)dxdy 


dy 


e 


y djr 




广 4 


(y — 2)e~ y dy = e 




2 


— 4 




P{y<i) 




l 4 

0 


jye —1 — 5 e 


- 4 


所以 P { X >0 jy <4} = ( e _2 -3 e _4 )/( l -5 e ~ 4 ). 

例 6 雷达的圆形屏幕半径为尺，如 
3.10 所示，设目标出现点（义,7)在屏 

幕上均勻分布，概率密度为 

l/CnR 2 ), x 2 + y</? 2 , 

0, 其它， 


4 



fixyy) 


求：⑴ / x ( x ) jfy ( y ) ; 

( 2 ) f x\y^ x \ ^ frix^yl^^* 
解 （1) 仅当一尺 


/R 2 — 工 ]<3；< vR 2 —^ 



时， / ( x ，： y ) 古0,所以 


/ x ( x)=S J 




X 


- Vr 2 x Z ^ R 2 


d：V 




kR 


t 


0, 


其它. 


2 


类似地， fy ( y)=i 


nR 


\/R z — ， — R<yd 


0, 


其它. 
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(2) 由 / 單 (1|30=/(1 ， )0/ 乃 ( > 0 ，得 


fx\r(jr\y) 

类似地， 

/ vix ( y \^) 


Jl/(2 


r> 


0, 


: 2 ) ， 一 R 2 — %/ i ? 
其它 . 


|l/(2 



0, 


y )， - //? 2 - x 2 <3；< vr z - x i , 

其它 . 


可以看出，当联合分布是均匀分布时，边缘分布不一定是均勻 
分布 . 

例 7 设随机变量 X 〜 W(w,r 2 ), 在 x = i 的条件下 y 的条件 
分布为 iVCr ， a 2 ) ， 求 y 的概率密度 . 

解已知 /(.3" ， ) ，） =/ 川 . （ _> ， Lr)/x( r ) ，而 


f Y ix { y \ x ') = -— r-e 

V 2丌 cr 


(y-JcyfiZa* 


ACr )= 7 ^ e 


― (x— w )2/(2〆 


所以 

fy ( y ^ 


fy\x(y\^)fxCr)djr 


一 ^)0 


- (a Z -{-r 2 ) 


ma 2 -{-y 2 r 2 


]/ 






dx 


( 2 + r 2 ) [ (m 2 <r 2 +v 2 r 2 )i<p- ^rr 2 )- ( mtf 2 十 yr 2 ) 2 "j/[2tf 2 r 2 H~ 


2 W + r 2 ) 


(y-nt) 2 /l2(<J 2 + r Z yj 


V 2^( a 2 + r l ) 

例 8 设 (x ， y ) 的概率密度为 


fx + jy, 0<x<l ， 0< ： v<l ， 
JCr , y )^( 

1 0 ，其它， 

求 : 在 o<x<i/« 的条件下， y 的分布函数和概率密度 . 

解 F(y\0<X<l/n) 

= P{Y<y\0<X<l/n} 

= P{0<X<\/n,Y^y}/P{0<X<l/n}. 

当 :>'<0 时， F(^<0|0<X<l/n) = 0; 
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当 0< y < l 时， 


p{o<X<+ ， Y<_y 


l/n 




dx 


ry 


P \ Q < X < 


o 


l/n 


0 


(x^y)dy 


y ( l ~\~ ny ) 


2 n 


djc 


n 


o 


0 


y)dy = 


n -\-\ 

~ 2 n z 


所以 


F y 


0 


<x<— 


n 


y 


o 




n 


0， ： y <0， 

: y(l + 町 )/(1 +”） ， 0 《 y<l ， 

1， ： y > l ， 

(l+ 2 / 2 ： y)/(l+n) ， 0< ： y<l ， 

0， 其它， 


例 9 设随机变量都是连续型的，且 


f X( 工 ) 


4 ie 


Zx 


0, 


x >0, 

x <0. 




1/ 工， 0 < iy < ix $ 

0，其它， 


求 ：（1) fOr，yh (2) f Y ( y ). 

解因为 fU jy )= f x ( x ) fr lx ( y \ x ^ 


所以 








V 


4e' 2 % 

l 0, 

4e 2x dx=2c 


0, 


0< ： y<x ， 

其它， 


-2y 


: y >0. 


例 10 设随机变量 X 在 （0，1) 上随机地取值，当 X 取到 x 时， 7 
在 ( x ， l ) 上随机地取值 ，求： 

(1) /(^，^); (2) fr(y). 

解 因为 X 〜 t /(0， l )， 在 ; C = x 的条件下， y 〜 C 7 U ，1)， 所以 


* 


fx(x) 


fv\xiy\x) 


1， 00<1, 

0,其它， 

1/(1 —x) , 工〈 : y<l ， 

0， 其它. 
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( 1 ) 由 /( x ， 30 =/ x ( x )/ y | x(：y jx ) ，得 


f ( jojy ) — 


1/(1—x ) ， 0< 工 < : y<l ， 


0, 


其它. 


(2) f Y (y) 


o 1 _ 工 


fviy ) 


dj：= — ln(l — jO ，故 

[ —\n(l — y) , 0< ： y<l ， 

10， 其它. 


例 11 设二维随机变量(又,7)的分布函数为 


F(x,y) = A jB 十 arctan 


C+arctan 


3^ 


— oo < x ， jy < + °° 

求 ：（1) A,ByC 的值； （2) /( x ， 3 ^); (3) fxCzhMy ). 

解因为 A 关 0, 所以由的任意性，有 


F(0 9 —oo) —A\ 5 + arctan 


C — 


/ tt W 0 

F( — oo,0)=^4 B — — C 十 arctan j 


C= 


B= f 


F ( + cxd ,~ oo )=^| -f + -|) f - f + y ) = 3 


于是 FU,y) = ^ f + arctanf) f+ arctan |L 




^ F ( x f y ) 

dxdy 


得 




fx ( 工 ) 




/( x ^) d ^ = 7r(4 + x2) ， 


<工< + °°， 


My)= \lj UiyH ^^9+y 2 'y 一 〈 : y< + °°. 

例 12 设随机变量叉，7的概率密度分别为 / x ( i ) ，/ y (: V )，且 

f {xjy)=fxi^fviy s > J rhix,y') , — cxd<x,^< + °° » 

% +oo r + co 

证明 ：（ 1) /Kjt ， 30> —/x ( 工 ) /y (: y) ; (2) h(x,y)djody = 0. 

J — oo J — CO 


# 
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证因为 /( x，30>0, 即 Mx，）） 十八^)/〆〉)》。，所以 


h(x jy )^ — fx (^/ Y ( y )^ 


r 


又因为 


即 

所以 


/( jc ， jy ) d : rd ) = 1， 


1 •/ 


r ^. 


Lfx ( x ) fyiy ) -^-hix ^ y )^\ dxdy=l J 


Mf 






h ( x ^ y)dxdy =1 — 








fxiJo)f Y (y)dxdy 




1- 


fx ( x)dx 


广 + 


fv(y)dy 


1 _ 1 = 0, 


例 13 设 

f ( x ， y ) = 


1 ， 0 < x < 2 ， max ( 0 ，: r — l )<： y < niin ( l ， 工）， 

0，其它， 


求:八 U ) 和 / y (: y )- 

f 0, 1<1，… 、_j 工， 

解 max ( 0 ^ r — 1 )= ^ mm(l , x ) — 

lx — 1，1$了， 以， 

所以， /(x，3；) 有意义的区域(见图 3. 11) 可分为 

{0<:r<l ,0« 工}， 
{ l ^ x ^2 — } ， 


x<l , 
x>l ， 



即 


/( x ，： V )=^ 


图 3. 11 


所以 


fx ( 工 ) 


dy = x 9 


1, 0^ x<l 

1，1<工<2，工 一 > 

0，其它， 

0<： r < l ， 


o 




x— 1 


dy — 2 — x ^ » 




0, 


其它， 


fy(y^ = i 


o+i 


dsc = 1 , O ^ y^l ^ 


y 


V 


0, 


其它. 
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第三节独立性及其应用 


主要内容 

L 随机变量的相互独立 

设（X ， Y ) 是二维随机变量，如果对于任意的 z ， &有 
P { X ^ x f Y ^ y ) =尸{乂<幻尸 {y < W ， 则称随机变量相互独 

立. 

2. 相互独立的等价命题 

若已知尸(工，_>0与 jPx (工）和 Fy (: V )，则 

X.Y 相互独立<=^尸 0 , 30 =/^ 0 )/^( 3 ；). 

若 or，y) 是连续型随机变量，则 

x , y 相互独立<^/( 1 ， 30 =厶 0 )乃( 30 . 

若 (x，r) 是离散型随机变量，则 

XjY 相互独立<=^/ > {又=工 / ，7= :: 3 ; ;} = 尸认 := ' ；1： <]尸{ 1 ^ = 3^ 

或 P < i = Pi - P '}' 

对于 （ X ， T ) 〜 iV (内，灼，有 

x ， y 相互 独立^ >/>= o . 

疑难解析 

1. 两个随 机变最 的相互独立与两个随机事件的相互独立是 
否相同？为什么？ 

答两个随机事件的相互独立是指同一随机试验的同一样本 
空间上的两个事件的关系，其中一个事件的发生与另一个事件的 
发生无关，存在 = 

• 143 • 




两个随机变量的相互独立是指组成二维随机变量 （ x ， n 的两 
个向量的关系（但它们也是同一随机试验的同一样本空间上的）， 

其中一个随机变量的取值与另一个随机变量的取值无关，存在 
P{X< : jc,Y<,y}=P{XKx}P{Y^y}. 

随机变量 X 和 y 是事件的集合，当把和看作两 
个事件时，两个随机变量相互独立与两个随机事件相互独立是一致 
的，只是因为 X 与 y 所含事件数多一些，实际上要求也高一些. 

特别要注意的是，事件组 ，…， 的相互独立性是指 
对 R 中的任意集合，… ，凡 ，事件组{兄6八}相互独立，而 
d ，不，…，; c ) 的两两独立是指事件组 {xe A } 两两独立，与第 
一 '章中事件的相互独立与两两独立不相同是 一 致的. 

2. 参数可加性与随机变置独立性有什么样的关系？ 

答如果相互独立的两个随机变量 X 和7服从的参数分布是相 
同的，则它们的和叉+7也服从同一参数分布，且参数具有可加性. 

如 x 〜 iv (内， y )， y 〜 iv (灼， 4)，则 
如 叉〜兀⑷， y 〜; rU z )， 

则 x+y 〜 tKA + a ); 

如 y 〜; C 2 ( …）， 

则 x + y 〜;^(〜十〜）. 

其它如二项分布、泊松分布等都具有此性质. 

参数可加性只对相互独立的随机变量适用，它为讨论问题和 
进行计算带来很大方便.我们要学会利用这一性质. 

方法、技巧与典型例题分析 

判别两个随机变量的独立性的方法大体有 三种： 

(1) 由定义和它的等价命题来判别，这时必先求得边缘分布 
与联合分布，然后进行验证. 
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(2) 利用微积分中的性质，若 /( u ) ec ， 且有 

fCx^y) =g(.jc')h (j) , jc, j'GGt 

其中 sCr ), AO ；) 是 x ，： y 的非负可积函数，则组成 ( x , y ) 的随机变 
量 X 与7相互独立. 

(3) 利用对称性和经验,确定随机变量的相互独立. 

例1设随机变量 x 以概率1取值为零，而 y 是任意的随机变 
量，证明 x 与 y 相互独立. 

解因为 x 的分布函数为 


fO , x <0, 

F(x) = { 

11, 

设 y 的分布函数为 F y (3；)，（ m 的分布函数为 fcu )， 则： 

当: r <0 时，对任 意3^ ，有 

F O ， y) = 尸 { X^JC yY^y) ~ P n y< ： V} 

= P{0r\Y<y}=P{0}=O = F x Ca:)Fy(y)i 

当 : r >0 时，对任意^，有 

fo ，_ y ) =尸{ r ， y ^ y }= p { x ^ i ： ny <： y } 

= F { y ^3；} = jFV (3；) =Fx 

依定义，由 F ( x ， jy )== Fx ( x ) Fy (： y ) 知与 F 相互独立. 

例 2 设 X 〜〜 B ( W 2 ,/>)， 证明： 相互独立，则 

x+y 〜 5 ( Wl 十&，/>)• 


证因为 P { X ~ i ) ~ C l ni p l q n ^ ~ l (i = 0 ,l , ,« i ), 

F{y->}= Ci ， p 々 - j (j=o ， l ，…， ” 2 ) ， 


所以 


k 


P { X + Y ^ k }^^] P{X = i,Y = k - i } 


0 


k 


^ P{X = i } P { Y = k - i ) 


0 


k 


2 (cy 一 V 2 


一 k~\~ 


0 
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i^O i = o 

= C k n ^ +n ^p k q ri ^ n ^ k (A = 0 ， 1 ， … ，《i 十 《 2 ) ， 

于是 X+Y 〜 

例 3 设 x 与 y 相互独立 , x -7 tw ， y 〜? ka 2 ) ，证 明： 

X + y - TrCAi + A ^. 

证因为 P{X = i }= X \ e^ x Wil (z = 0， l ， …）， 

F { Y =)}= A《e — Vj ’！ （）=0，1，…）， 


所以 P{X + Y = k } 


k 


k 


^ P{x = i J Y = k - i } = ^ P{X = i } P { Y = k ~ i } 


0 


0 


jZj 7] ~~ (b — 


i ― 0 


(k — i )] 


e 


W 


e 


( A i+V 


k 


k \ 


V - 
zj ； 


k 


o 


(々 一 z ) ! 


A；A 


k 




■ _ ■ 


k I 


于是 


x+y 〜 ttU + ad . 


例 4 设随机变量 ( X ， y ) 的联合分布律为 




工2 

工3 

3^1 

a 

1/9 

C 

3^2 

1/9 

b 

1/3 


若 x ， y 相互独立 ，求〜 的值. 

解因为的边缘分布律分别为 


X 

X] x t 

A 

Y 

y\ 

y2 

Pk 

a + 1/9 6+1/9 

c+1/3 

Pk 

1/9 

6+4/9 


p22=(.b-\-l/9) (厶 +4/9) =6=^6= 2/9 ， 
^^=(^ + 1/9) (6+4/9) = l/9-^a = 1/18, 


/>,) = < 2 + 6 + c + 1/9 + 1 / 9 + 1/3 = 1 ^c— 1 / 6 . 

i > 

经验证 ， a = l /18,6 = 2/9， r = l /6 确为本题的解 • 
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例 S 设随机变量 ( X ， y ) 的联合分布律为 


0. 06 


0. 15 
0. 35 


问：当 为何值时， X 与 y 相互独立？ 
解 x 与 y 的边缘分布律分别为 


0 . 21 


0. 21 +or 0* 56 + ^9 


若九 = 则 X 与 Y 相互独立 •又 


0. 06 + /3 0_5 0. 21 + 


0* 15~ / >oi =1 po - ^ - 1 = 0- 5(a+0- 09» 

0* 35 = />n = pi - P - 1 = 0. 5(/?+0. 56) —^0 - 14* 

经验证, a =0. 09, ^=0. 14确为本题的解，此时 X 与7相互 独立. 
例6设二维随机变量 ( x ， y ) 的联合密度为 


/X 工，: y ) 


(l+ ： oO/4 ， |xj<l ， | ： yj<l ， 
0， 其它， 


证明 ： x 与 y 不相互独立，但 x 2 与 r 相互独立. 


证当 W < i 时， A ( x ) 


1 




;当1工|>1时， 


yv ( x ) =0•故 


fx (^) 


类似地， 


fy(y) = 


1/2， kl < i ， 

0，其它. 

1/2 ， \y\<l, 


八…〜 … 10，其它 • 

显然，当 0< kj < l ，0< bl<l 时， / U ， 30 关 / x O )/ y (： y )， 所以 X 
与 Y 不相互独立. 

设 X 2 的分布函数为 & U )， 在 0< x < l 内， 


Fj ( jt )= P { X 2 ^ x } 


V X 


rr 1 


dx = , 
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0， ： r <0， 

即 Fi ( jc )=^ 0<工<1， 

、 1 ， 1 ， 
r 0， y <0， 

F 2 ( 30 =< */^y , 0^.y<Clj 

, 1 ， y>h 
设 ( X 2 ， r ) 的分布函数为 F 3 Cr ，3；) ，则： 

当 x <0 或: y <0 时 t F 3 ( xiy ) = 0； 

当 0<：r<l，y>l 时， 


F s (x,y) = P{X 2 ^x 9 Y 2 ^y} = P{X 2 ^ ： j:}= vx ； 

当 0< j <1， j :>1 时 , F 3 ( x ^ y ) — ； 

当 0< i <1，0<3；<1 时， 


r-/r~ 


d ^: 




^y~ 


1 +xy 


vxy ; 



▲ ^、士 ，汐， j 

1 

— 4 x J 

—/3 T 4 Y … 

当工 >1 ，: y>l 时 ，厂 3(i，：y) = l- 




f 0， 

工 <0 或 y < 0 . 



%/ j : ， 

0<工<1，: y>l ， 

所以 

F , ix , y )=< 

y y , 

0<^<1 ，x>l，， 



Vxy y 

0«1，0<3；<1， 



、 1, 



经验证，仏0»:，3；)=/^01：# 2 (3；)对所有成立，所以 X 2 与 r 相 
互独立. 

例7设随机变量 ( X，y) 的概率密度为 


f(x i y)=Ae~ ax+bxy cy , — ° 00 , 3 ^< + °°， 

问: a, 6， c 满足什么条件时， x 与 y 相互独立？ 

解X与 Y 的边缘概率密度为 

八⑴ = [ + ^ e - 2+ — 2 d 3 ； = ^ e - 2 e ^ /(2/7 ' )j2 f + V’ck 

J — OO J — CO 
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A vn/ 


ce 


一 ^ 2 /<4 c >] x 2 


oo<x< + oo 


(令 ^f~c y — bx/{2 ^T~c ^)), 


— c — b /(4u)]y 


类似地， fy(y)=A^Me-- v/ ^- f - cx 3<3；< + oo # 

相互独立，应该有 /Or ， 3；) =/xCr)/y (J ) ，即 


Ae 


ax^ -\-bxy~~ cy^ A o / / — Qd ^ ^ (4c) ]-r^ — {c — b^/i^a) 

= A n/ ac * e 


比较等式两边系数知，应该满足条件 . 

# 

6 = 0 ， ^fac =An. 

例 8 设随机变量 (x ， y) 的两个分量 x 和 y 相互独立，且服从 
同一分布，试 证 : 尸 U<n = 1/2. 

证因为相互独立，所以 /(hW^/xCr)/〆 ：^). 于是 


P { X ^ Y } 


/(x^y)dxdy 


jj 




fx(jr)f Y (y)dxdy 


: v 




r 


fv(y) 


& 


y 


fx (工 ） dx 


<^y 




Lfy(y)F Y (yndy 


r+ 


F Y (y)dF Y (y) = ~^-F 2 {y) 


1、 


也可以利用对称性来证 * 因为又， y 相互独立且同分布，所以 

p { x < y }= p { y < x }, 

而尸 {xcn+/Mx>y}=i ， 故尸 {x<y}=i/2, 

例9设随机变量 x 与 y 相互独立，且 

P { X ^ l }= P { Y =^ l } = p > 0 , 


P{X~0\—P{Y=0}~1 — p>Q ， 


定义随机变量 


Z 


1 ， x+y 为偶数， 
0 ， x — y 为奇数， 


问 4 为何值时， x 与 z 相互独立？ 

解先写出（叉， 1%2) 的联合分布律，再写出 （ X ， z ) 的联合分 
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布律(用求边缘分布律的方法）. 


当 Z =1 时， 当2 = 0时， 


><J 

0 

l 


0 

0 

il-p) 2 

0 

0 

o pa 

1 

0 

p 2 

1 

pci—p) 


所以， （ x ， z ) 的联合分布律为 



0 

1 

0 

p(l — p) 

(l-/>) 2 

l 

p(\ 一户） 

p z 


对叉=/，2 =)，且纟，）= 0，1，若叉，2相互独立，应有 


pij = Pi- P • j* 

由 p { x = l , Z = l }= p 2 = P { X = l } P { Z = l } 

=户[/ 12 十（1_/») 2 ] 

解得/) = 1/2.经验证，对 ( X ， Z ) 的一切（~)，均满足 A 产 A 
所以，当/>=1/2时， X 与 Z 相互独立 • 

例10设 X 与 y 相互独立， X 〜 t /[>，6 ],y •〜 e ( A )， 求： 
(1) f(x 9 y )； (2) 概率尸 


解 


/ x (jr) = 


1/(6 — a ) ， 

0 , 


/ y(3 o = { Ae 、 

1 0， 


其它， 

分 0 ， 

其它， 


所以 


f(xjy)=< b—a 

. 0 , 


其它， 


P { Y ^ X } 






Ae 


h 


b — a 


cLcdjy 


A 


b — a 


rb 


dx 


a 




x 


e 




0 






b*~CL 


rb 


a 




(1 —e )心=1 + 


(6 — a ) A 


(e 


Xb 


e 


Xa 


)• 
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例 11 任意取两个正的真分式，求其积 
不大于2/9且其和不大1的概率. 

解以随机变量 X 和 Y 记所取的两个 
真分式，则可取值 0< jr < l ，0<： y < l ( 见图 
3. 12)，所求概率为 

P {( x , y)e U _ y <2/9 

且相互独立.因为 

1 ， 0<x<l，0〈_y<l ， 

0，其它， 

所以 P {( x ^ y ) 6 { j ：： y <2/9 ,x + )< l }} 





图 3. 12 


k 2/3 




dx 


1/3 




1 一 J 




2/9x 


dy 




_2/3 


1/3 


1-x— 2 
9 x 


dx 


= i + l 


ln 2 = 0. 4873. 


和 a 


例 12 设 X 与 Y 是相互独立的随机变量，且服从同一分布 
t /(- a ， a ]( a >0), 求方程 Z 2 + Xf + Y =0 有实根的概率，并求 a—o 

时，此概率的极限值. 

l /(4 a 2 )， 

0, 其它. 

要方程有实根，应该有又 2 — 4 Y >0, 要求出 


解 /( 工， y ) 




F { X 2 >47} = 


f(x ^y)dxdy. 




当 0< a <4 时，由图 3, 13( a ) 知 


P{X 2 >AY}=2 

I 

当 a >4 时，由图 3. 13( b ) 知 


/■ 


a 


dx 


0 




a 


a 


^ = 24 + f ! 


P{X 2 ^AY} = l-2 dy 


a 


n 




0 


4 a 


dx = 1 — 


a 


于是 


limP{X 2 ^4Y} =lim ^ + 备 

(!—►() a-*-0 dt t ： Li 


2" 


% 
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图 3. 13 


\imP{X z ^ AY } = \im 


1- 


第四节两个随机变量的函数的分布 


主要内容 

两个随机变量的函数的分布，形式较多，只要求掌握以下几种 
即可. 

1. 两个随机变量的和的分布 
设已知随机变量 x 和 y 的概率分布为和尸 
( x ， y ) 的联合分布为尸则 

k 

P{Z=k}^P{X^Y=k} = ^P{X=i,Y=k-i). 

i=i 

当相互独立时， 

h 

P{Z=k} = ^P{X = i}P{Y^k-i). 

^=1 

设 ( x ， y ) 是连续型随机变量， （ m 的概率密度为 /( x ， 30 , 
则对任意实数〜有 
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F z (z') = 




fz(z) 


f(z — y,y)dy 


f {x yZ~x)dx. 


当 x 与 y 相互独立时，有卷积公式 


fz(z)=fx * /y= fx(^ — y)fy(y)dy 




fx (^) fr(z — x ) dx . 


2 . 两个随机变量的商 Z = 的分布 

设已知 （X，n 的概率密度/(^,30，则7 =叉/7的分布函数为 


F z (z) = 

J — OC 

Z 的概率密度为 


"+oo rz 「0 

du yf (uy^y)dy — du yf (uy 9 y)dy^ 

J 0 J — OO J —GO 


fzU) 




\y\f(yz^y)dy. 


当 x，y 相互独立时，上式化为 

fz(z)= \y\fx(y^fy(y)dy. 

J — oo 

3. 两个随机变量的最大值从=11^(义，10和最小值 W = 
min(X D 的分布 

当X和 y 相互独立，且分布函数 F x Cr) 和 Rb) 为已知时，有 

F m ( z )~ Fx ( z ) F y ( z ) » 

FAfO) = 1 — [1—Fx (2)][1— 尸 “ 之 )]. 

以上结果可推广到有限个相互独立的随机变量的情形.若 
…，叉„相互独立，分布函数分别为'(心），/^/々），…， F'(x 丄 
则. FM ( z )~ F x .( z ) Fx f ( z) t ' m Fx ( z ) ^ 

1 Z h 

F n (z) = 1 一 [1 — 尸 ; 之 ）] … [1 — F Xn ( 之 ）]. 

当足， X 2 , …，X相互独立且同分布时，有 

Fm(z) — [FO)]” ， Ft^(z) = 1 — [1 — F(z)2 n ^ 
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疑难解析 


1. 两个相互独立的服从正态分布的随机变最与叉 2 之和仍 
是正态分布的随机变量，那么它们的线性组合呢？ 

答由上节知，有限个正态分布的随机变量之和是正态随机 
变量，而且具有参数可加性，则 

aX^Nia^ ,aa\), bXNibbal) , 

A 

所以 

aX, +bX 2 〜 N ( 哦 -\~bfJL t ,a<j\+ba\), 

即两个正态随机变量的线性组合仍是正态随机变量，且它们的参 
数是相应参数的线性组合.严格的证明可以用分布函数法作出(《， 
6为正整数）. 

2. 用卷积公式计算的密度函数时要注意些什么？ 

答当 X 与 y 相互独立，且密度函数分别为 / X (： r ) 和 / yCy ) 

时，有卷积公式 

fziz)— fxioc) f Y {z~ x)dx 

J — CO 


^ CO 

fx(z—y)f Y {y)dy. 


同以前的积分一样，我们要进行仔细的讨论 ：即当 z 在不同区间取 
值，被积函数的形式是否相同，积分是否要分段进行，特别要排除 


被积函数为零的区间. 

当相互独立，且的密度函数分 别为八 ( x ) 和 / y (_ y ) 
时，的密度函数公式为 


fz ( z ) 


/x(:) j^yTV 


z 


b 


d:r 


或 


fAz) 






a 


fx 


— by 


f Y (y^dy. 


m 
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方法、技巧与典型例题分析 


求两个随机变量函数的分布通常有两种方法： 

一 种方法是分布函数法，即设 z = g ( x , y )， 先求出 f 2 0 t )， 再 
求 / zU ). 教材中已给出 Z = X + Y，Z = X / T,Z = m a x ( X ， y：^Z = 
mi n ( x , y ) 的有关公式.但要注意，有些公式对是有要求的， 
如卷积公式、2=1^\0：，7)与2：=11^(;«:，10公式仅当/与 y 相互 
独立时才适用.同时，在求积分时，则要注意分区域积分和正确配 
置积分限. 

另一种方法是引入随机变量函数组（即坐标变换）法，其一般 
步 骤是： 

\V=giX,Y'), 

.⑴建立随机变量_组 m ，并写出逆 
变换式； 

(2) 求出变换的雅可比行列式 •/ = 

(3) 写出新随机变量组 0/， V 0 的联合密度函数 

(4) 求出边缘概率密度 / v («). 

两种方法各有优缺点.分布函数法便于掌握，但计算二重积分 
时要讨论积分区域，比较麻烦.引入随机变量函数组法使变换后的 
密度函数的积分区域易于确定，积分容易计算，但要引入另一随机 
变量. 

例1设 X 〜 AK 0，1 )，Y 〜 W (0，1)， 且 X 与 y 相互独立，求 Z = 
x + y 的分布. 

解因为相互独立，且有 

~ ~~ ~~ e ' /2 » —⑺^^^十 00 * 

利用卷积公式，得 
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fz(z) 


r* 


+ 


2n 


e—" 2 e— U — x) /2 dr 


2兀 


e 


z 2 /4 


r- 


e 


一 iJc-z/Z) 2 /2 


dx. 


令 


x 


之 /2 得 


fz(z) 




e 


z 


2 


/4 1 


广+ 




2 nJ 


e— f ck 


z £ /A 


e 


2 / 7 C 


° 〈之 < + °°, 


所以 Z 〜 AK 0,2)_ 


例 2 设随机变量 X 和 7 相互独立，且 


2 y , 


. 1» 0 ： ^ 工 ， 

仙 )=| 0 ，其它 ， A( * l0 , 


0<y<l ， 

其它， 


求随机变量的概率密度 AU )- 

解 如图 3. 14所示，用分布函数法求解. 

F z (z)=P{X^Y^z}=P{X + YeG ： X^rY^z} 




/Xi ， 30 d:rd)= 1 X 2ydxdy ? 


J S 




G 


当 2<0 时， 

当 0<2<1 时， 


Fz ( z )~0} 


F z (z) 


r z 


dx 


0 


z ― x 


0 


2ydy 


z 


yi 



当 l < z <2 时， 

i 


Fziz) 


dj ： 


0 


0 


2ydy-\- 




z ^-1 




rz — x 


o 


2ydy 


z z — z s /3 — 1/3; 


当之 >2 时，/^(之） = 1. 

由朽 (2) =/ zO ) ，得 

之 2 ， 0<之<1， 

fz(z)=i 2z—z 2 y 1< 之 <2, 

0， 其它. 


例3设随机变量相互独立且同分布 
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00<0< + 00 ， 




e 


—— t 


求2 =又+7的分布， 

解由卷积公式，当^>0时， 


/ zO ) = + 



ro * 

2 一 iz — x) I I 

e djc 十 

Cz 

—x—(z—j：y i - 

e ax-\- 

r+oo -i 

— X — (x — z) I 

e ax 


— oo ‘ 

0 t 



ro 


e 


2x- 




m 


e 


oo 

z 


-\-ze 


z 


e 


z 

I 

0 

z 


e—Mx+ 


e 


— 2jr~hz 


d:r 


z 


(1+ 之 ） e 


z 


由于 A (_^= AQ )， 所以 

/z ( 之 ）= ^~(1 十 \z\)e 


—ui 


oo <J2：< + 00. 


例 4 设市场上某商品的每周需求量 T 是一个随机变量，密度 


函数为 


fr ( t ) = 


te 


， x>0, 

0，其它. 

设各周的需求量是相互独立的，求第 2 周、第 3 周需求量的密度函 
数. 

解以 T,G = 1，2,3) 记第 *• 周的需求量， T , 相互独立且同分 
布，以 X 记7\+了 2 ,则: r >0 时， 


r 


/x(x) 




fr, )/V 0 — ii )d/! 




0 

rx 

o 


(x - 1 \ )e 


— (x 


•he =x 3 e 一 J /6 ， 


所以 


/ x (工） 


x % ^ T x , jt 〉0, 


0， 其它. 

以 Y 记了 :+乃+了”则:^:^时， 


/ r ()) 


t* 


o 

y 

o 


fxix)f r Ay — ^ x >dx 


x 3 e — x)e 


♦〜工= 3^刀120, 
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所以 


ye - V 120， y >0， 

0， 

例 s 设随机变量 x 与 y 相互独立，且 X 〜 f /[_ a ， a ]， y 〜 


/ y (3»)=| 


%(6，/)，求2 =义+7的概率密度. 


解因为 


fxioc ) 




，/ vO ) 

[0，其它， 


/2 ^b 


e 


一 （ 一 / 2 / ( 2江2 ) 


所以 


fz(z) = 


fx(^f Y (z — x)dx 


a 


^2 a /2 tt 




2 a 


2 V^a 

a 


(z — a — A)/tf 2 /rt 1 

— 丄 

0 = - —^ — 

iz+a-b)/if 2 


■(ar + fl — A) /tf 


e 


r/2 dt 


(z —— a — 6) /ff 




z —— a —— b \ 


a 


yi 


y—x = z 



例 6 在区间 [0 ， 1] 上随机地取得两点 
: T 和 _ y (见图 3. 15)，求这两点间距离的概率 

密度函数. 

解 〜^/[0，1;0，1]，联合密度 


x — y = z 


图 3. 15 


为 

1 ， 1 ， 1 ， 
0 ，其它. 

以 z = jx—y I 记两点 x 与: y ； 间距离，则 


fix , y ) 




W 1 


F z U) = P{\X-Y\<z} = 

Fz(z) — 0; 


f(xjy)dxdy. 


当 z <0 时， 

当 0<2<1 时， 


Fz(z) 


dxdy=l — (\—z) z = 2z—z 2 ; 




当时， 


Fz ( z ) = l - 


會 
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故 


Fz(z) 




0 , 


z<C0j 


2 z — z 2 5 0<之〈1， 


^1， 


所以 ， z = lx—y I 的概率密度为 


fziz) 


2(l-z), 0^z<l, 


0， 其它 • 

例 7 设随机变量 x 和 y 相互独立， x 〜 jv ( o ， i )， y 〜 a ( o ， i ), 
* z = x / y 的概率密度函数， 


解因为 fxU) 


/2 tc 


e 


x £ /2 


— oo<x< + oo. 


fy ( y 、 


1， 0«1 

0，其它， 


n 


所以 /z(z)= yfxCyz)fy(y)dy 


— (y*y^/Z i 

: ye dy. 


° 

由于 / 〆 =) 是 2 的偶函数，当 2>0 时，可令 x = z ： y ， 于是 


fz(z) 


v 2 n 


：z 


w 


* 2 


xe /z dx— _L 

。 V 2 丌之 : 


z Z /2 


(1-e …）， 


当 ^<0 时， 


fzM 




/27 C 


0 


y<^y 


2/2 tc 


即 


fziz ) 




V 2 n 


(1-e" 5 /2 )， O>0, 


z 


2 v 2 ?r 




例 8 设随机变量 X 与 7 相互独立，且密度函数为 


fxU) 


e 

0, 


JT 


i >0, 

x ^ O , 


y 


fv(y) 


[0, 


: y >0, 

y <0. 


求随机变量的密度函数- 


解 fz(z) 


当时， 
当 z >0 时， 


\y\fx (yz)f Y (y)dy 
fz(z)=^Oi 


2 ，— Wy 


4 / 


0 
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/2(之)=厂23^ - 2 '- 1 尸 上、 2 . 

Jo 』 Jo J ’ （ 2+ 之 ） 2 

2/(2 + 之) 2 ， z ^>0 f 

0， z ^ O . 

例 9 设某种型号的电子管的寿命（单 位： h ) 近似地服从 
W (160,20 2 ) 分布，随机地选取4只，求其中没有一只的寿命小于 
180 h 的 概率. 

解以 XG = 1,2,3,4) 记第纟只电子管的寿命，兄〜 
iV(160,20 2 ) ，设 A = min{Xi，X 2 ，X 3 ，X 4 } ，则 

P{A>im = f[P{X t >l80} = \l-<p[ 

i=i L ^ I - 

= [ 1 — 0 ( 1)] 4 = O , 000634 . 

例 10 设某炮群向同一目标发射〃发炮弹，炮弹的发射是独 
立的，每发炮弹射程的分布函数均为 F ( X ) .求最大射程 V 、最小射 
程 V 及 0/， F ) 的联合分布函数. 

解以足记第/发炮弹的射程，显然不， X 2 ," •，兄 ■相 互独立 
且同分布. 

f / = max { X !， X 2 ，…，足 } , V == min { Xi ， X 2 ，… }* 

F 「（ w ) =尸 { maxiXi ，又2，… ^ X n )^ u ) 

=尸{兄<«，… ^ X n ^ u ) 

=尸{^<«} 尸 …尸 U ”<«} = [ FU )]”， 

Fv(v) ， X 2 , … ，又 }<。} 

=1 — ，叉„}>1?} 

FovCw tt ;) { max { Xi ， X Z ， … ? X n }^w , min { X ]， X 2 ，… ^ X n }^ v ) 

=尸{01狀{足 ， X 2 ，… , X n \^ u ) 

— P {ma^i{X l ， X 2 ， … jX n }^u ,min{X 1 ， X Z ， … ^X n }7>v). 

因为 F { max { X 1? X 2? -"}< “， min {兄 ， X 2 ，… , X rt }^> v } 
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P {0} = O , 


P {v^X x ^u , 

0, 


,v<CX n ^u} j 
u^v , 


u^v , 
tC>v ， 


[ 尸 （ w) —F(tO ]" ， U>v ， 


所以 Fuv(u ， v) 






lF(u)y-lF(u)-F(v)y f 
例 ii 设随机变量 (x ， y ) 的分布律为 


u^v , 
u ^> v . 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

0 

0- 01 

0, 03 

0.05 

0. 07 

0. 09 

1 

0, 01 

0. 02 

0. 04 

0-05 

0. 06 

0. 08 

2 

0. 01 

0. 03 

0. 05 

0. 05 

0. 05 

0. 06 

3 

1 

0. 01 

0. 02 

0. 04 

0. 06 

0. 06 

0. 05 


求 ：（ 1) F{X^2jy=2},P{7=3|X=0 }； 

(2) 的分 布律； 

(3) L/^minCHO 的分 布律； 

(4) W=X+Y 的分布律 • 


解先分别求出 X 和 7 的边缘分布律，即 


X 

0 

12 3 

4 5 

Pk 

0. 03 

0_ 08 0_ 16 0_ 21 

0, 24 0. 28 


y 

0 12 3 

pk 

0- 25 0. 26 0. 25 0. 24 


(1) P{X=2\Y=2}=P{X=2,Y=2}/P{Y=2}=2/5, 
P{Y-=3\X=^0}=P{X = 0 f Y = 3}/P{X = 0} = l/3. 

(2) P{V=k}=P{X = k 9 Y^k)+P{X=k,Y<k} 


+尸 u <々， y =々}， 


故 


y 

0 

1 2 3 4 5 

Pk 

0 

0. 04 0. 16 0. 28 0,24 0, 28 
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(3) P { U ^ k }= P{X — k ,Y = k } -\~ P{X = k , Y ^> k ) 

+ P { X > k , Y ^= k }, 



(4) 由 P{W = X-hY = k ) 

k 

~ 2 ix=i } 

/ =o 

/ 

k 

= '^ J P {X — i}P { Y—k — i ) , 々= 0，1，…，8, 

i = 0 

W 的分布律为 


IV 0 1234 5 678 

p k 0 0. 02 0.06 0.13 0. 19 0. 24 0. 19 0, 12 0.05 


下面介绍怎样用引入随机变量函数组的方法求两个随机变量 
的函数的分布. 

一般地，以所讨论的两个随机变量的函数作为函数组中的一 
个函数，以所给两个随机变量中的一个作为函数组中的另一个函 
数.实际上与微积分中二元函数的坐标变换是一致的，然后按前面 
介绍的步骤去做，即可得到我们需要求的结果. 

例12设随机变量 ( x ， y ) 的概率密度为 


/(:，）） 


3 ： r ， 0<1<1 ， 0<Cy<ix^ 

0，其它， 


求随机变量又一: T 的概率密度 • 
解一 用分布函数法. 


FAz ) 



r \ r^oo 

f (x 9 y ) dxdy 2 = z djr f ix > 3 ^) d3 ；. 

Jo J x—z 


: V<: 


由参变量积分的求导公式知，当 2<0 时，: ^ = — W > JT ， 则 

「 r+co -i / 「1 

/ z O) = CF z (z) J = /(x^)dy dx= f(xyz—x)dxj 

J 0 L J jc -z Jo 
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其中 f \ a，oc —之）= 0， 所以 / z ( z ) = 0* 

当 0<之<1 时，若 s:<x<l， 则 /XjTd —x) = 3x; 若0<工<2； 

<1，则 /0 ，x — w ) = 0, 所以 

f z ( z )= 0 • cb:+ 3 jodx = 3 ( l — z 2 ) /2 ; 

Jo j Z 


当 之>1 时， /(丁，工 一 之）= 0， fz ( z ) = 0. 

(3(1 -之 ） 2 /2， 0<之0<1, 

所以 /?(2)= | 0, 其它. 

解二引入随机变量函数组 

(U = X — Y j | X == L r + V", 

\v=y, = ^\y=v. 


其雅可比行列式^= 


3( x , y ) = 1 
d ( u ， v ) 0 


=1，所以 07，TO 的联合密度 


为 

• j J | =/[x(a ， iO ， jy(w ， tO]. 

当 0 O < l ，0<3 /<工时， w + r<l ，0<1<“ + 幻，所以/叩(“，以) 

的非零区域为 a>0，r>0，“+t；<l， 于是 


fuv iu yv) = 


3 (u + v ) , 

0 , 


其它， 


•+ oo 

得 / k ( w ) = /x+yCx+>) = f uv ( ujv)dv 

J —oo 

= 3Cu H~ v ) dt^ = 3 (1 — w 2 )/2 ， 0 < Cw < Cl* 

Jo 

与解一 ^ 结果相同， 

例 13 设电流强度/和电阻尺为相互独立的随时间服从下列 
密度的随机 变量： 

f 6/( l -0, 0<0<1，、卜00<1， 

灿 •)=( 0，其它， A ( r 叫0，其它， 


求功率 W = i7? 2 的概率密度. 
解一用分布函数法_ 
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F w — P { I 2 R ^ w )= 


//( 0 / i ?( r ) dzdr , 


i 2 r^w 


当 时 ， fV(ttO = 0, 故 / iv ( t ^) = 0; 

当 加 >1 时， / ^V(w) = l ， 故 fw(^o) = Oi 

当 0< w < l 时， 


Fw (^) 




'1 nn 

dr 

D « 0 

'w ri 
dr 

0 Jo 


in(l* /w/r) 


2r X 6z (1 — i ) dt 


12!V (1 — z )dz -j- 


n 


dr 


tu 




/ w/r 


12^V (1 — i )d/ 


0 


由参变量积分的求导公式，得 

/u^(w) = [i r iv(w)] / 


广 1 


I2zv 


y w/r 


/ (1 — /) d / — 


0 





2 


X 



dr 


4 f 1 1 ■ 

6[1 — w — 2 v w (1 — w ) J 


= 6(1— ^/tv y . 

解二建立随机变量函数组 


W=I 2 R, 
U = R, 


R==U ^ 




/= Vw / u , 


其雅可比行列式 J = d(r ， i)/d(zv ， u) = 1/ (2vuni). 
随机变量的概率密度为 


f]Mj(zV^u)^=fj( ^/uj/u)/ R {u) • \J 


6 Vw/w(1—* vzv/u} • 2u/i2Vu}u) 
6(1— Viv / u ) ， 0< w < w < l ， 


于是 




fwuixv ^ u)du 


n 




6(1 — %/ xv/u)du 


TV 




6 ( 1 — y . 


* 


例 14 设随机变量 x ， y 相互独立，且都服从 w ( o ， i )， 令 z 
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+ Y，W = X — Y , 求 ( Z ， W ) 的概率密度函数 • 


解引人随机变量函数组 

z=x+y, 〖 x=(z+uo/2, 


W = X - Y , 


Y =( Z - W )/ 2 . 

其雅可比行列式 J = aU ， 3 ；)/ a <^， w ) = _ l / 2 , I = 1 / 2 ,所以 
( Z ， UO 的概率密度为 


r / 、 1 — [(z + i^) 2/4+(z —uO - /4] 、/ 1 _ 1 

例 i 5 设随机变量 ( x ， y ， z ) 的概率密度为 


e 


(z 2 + w 2 )/Z 


f ( x ^ y , z ) 


e 




0, 


) ， x >0，）>0,2：>0, 

其它， 


求 [ 7 =( X 十 Y + Z )/ 3 的概率密度函数 • 
解引入随机变量函数组 




t ；=( x + y + z )/3, 

v = y 9 

w=z. 


X ^ zu - V - W , 


z = w ， 


其雅可比行列式 J = dCx f y ^ z )/ 3(u 9 ^) = 3 * 所以， （ t /， V ， WO 的 

概率密度为 




3 e — 3w ， 3u — v — w 〉 0 ， t ;〉 0 ， wl > 0 ， 


0 ， 其它. 

又由 zv ^> 0 , 3u - v — zv ^> 0 得， 0 < w 〈 3 w — 幻，故 


fuv (w ?t;) 


J 


^3w — v 


3 e — 3 w dw ， 3 w — 1 ;> 0 ， tC > 0 ， 


0 


0, 


fu(u)=< 


3k 


dv 


0 


J 




其它， 

27 9 - 3 « 


0 


3 e — 3 Mx ^ = — w 2 e 


0, 


w >0. 


其它. 


例 16 设随机变量 x 和 y 相互独立且同分布，密度函数 


frit) 




e —， t>0, 

0， 0， 
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证明：随机变量 c /= x + y 与随机变量相互独立. 
解引人随机变量函数组 


IU = X+Y 
\V = X/Y, 


(X=UV/(V + l), 

[ y ^ u / cv + d , 


u ^>0 jV ^>0 ^ 


其雅可比行列式 c / = aO ，： y )/ a ( w ，* r ;) — — u / iv ^ lY . 所以， （ C 7 ，XO 
的联合概率密度为 


fuv(ujv) 



— (“I/+«)/(p+1) 


w/(t; + l) 2 ， u^>0 


即 


fuv(u^v) 




( p +1) 2 . 


z />0， p >0, 


0, 


其它， 


fu(u)=< 


Jo 


(^+1) 


； dz ； = ue 


fvM=i 


m/ 


0 


(^+1) 


0, 


du 


(幻 + 1) 2 ’ 


0, 


w 〉0, 

其它， 


r 〉0, 


其它. 


显然，所以 x + y 与 x / y 相互独立. 


硕士研究生入学试题分析 


一、 本章考试要求 

1. 理解二维随机变量的概念;理解二维随机变量的联合分布 
的概念、性质及两种基本形式：（1)离散型联合概率分布、边缘分布 
和条件分布， （2) 连续型联合概率密度、边缘密度和条件密度；会利 
用二维概率分布求有关事件的概率. 

2 . 理解随机变量的独立性及不相关的概念，掌握离散型和连 
续型随机变量独立的条件. 

3. 掌握二维均勻分布，了解二维正态分布的概率密度，理解 
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其中参数的概率意义. 

4 . 会求两个独立随机变量的简单函数的分布. 

二、本章重点内容 

二维随机变量及其概率分布(包括联合分布、边缘分布和条件 
分布），相关事件的概率计算，两个独立随机变量的函数的分布及 

其概率的计算，综合题. 

(一）二维随机变量及其分布 

1. 设二维随机变量 (X7) 的概率分布为 


X 

Y 

0 

1 


0 

0.4 

a 


1 

b 

0. 1 


若随机事件 {X =0} 与相互独立，则 （ ）• 

(A) a = 0 . 2, 6 = 0. 3; (B) a = 0. 1 ^ b = 0 . 4； 

(C) a = 0. 3^=0. 2; (D) a = 0. 4,6=0. 1. 

(2005 年一、三、四) 


解选 (D). 设X与7相互独立，则 

jp{X = 0}.P{y=l} = a=^a = 0 . 4或(X 1， 
P { X = l } P{Y = 0 }^ b=^b = 0 . 1 或 O. 4, 


当 <2 = 0. 4，6 = 0, 1 时， 

p{x+y=i}P{x=o}=o. 5xo. 8=F{x=o,x+y=i}, 
故 {X = 0} 与 { X+y=：0 相互 独立； 当 a = 0_ 1，6=0. 4时， 
7 >{x-fy=i}p{x=o}-o. 5xo. 5^p{x=o,x+y=i}, 

J 

即 {x=o} 与 {x+y=1} 不相互独立 _ 

2. 设二维随机变量 (X，Y) 的概率密度为 


f 6工， 

/Cr，））= 


其它， 


则 P{x+y<l} = 


(2003 年一) 
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解由 ： r + y < l 与知 D 如图 


3. 16所示，故 

尸 { x + y < i } = 


rn 


Qxdxdy 


D 


1/2 


6 ^：dx 


0 
、\n 


1 — X 


dy 


x 


6x(1 _ 2x)dx 


0 


图 3. 16 


(3 x 2 -4 x 3 ) 


1/2 


0 


3. 设随机变量 


X 


— 10 1 
1/4 1/2 1/4 




1，2 


且满足尸 {H = 0} = 1， 则尸 {^ = X 2 } = ( )• 

( A ) 0； ( B ) 1/4； ( C ) 1/2； ( D ) 1. 

解选 ( A ), 由尸知 


(1999 年三） 


尸{一1，一 1}= P { —1，1} = 尸 {1，一1} = P {1，1} 


0, 


从而知 


于是 


尸 {0 ，— ；[}= 尸 {0，1}=尸 { — 1，0}=尸{1，0} = 1/4. 
p {0, o } = F{X = 0}— F { 0,-1 }— P { 0,1} 

= 1/2—1/4 —1/4 = 0. 


故尸 {Xi = X 2 } =0， Xi ， X 2 的分布律为 


X 2 

-1 

0 

1 

户 

-1 

0 

1/4 

0 

1/4 

0 

1/4 

0 

1/4 

1/2 

1 

0 

1/4 

0 

1/4 

P 卜 

1/4 

1/2 

1/4 

1 


4. 设两个随机变 量叉与 y 相互独立且同分布， 

p{X^ — l} = P{Y = — l} = l/2y p{X=l}=P{Y=l} = l/2, 

则下列各式中成立的是 （ ）• 
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( A ) P { X = Y } = l / 2 i ( B ) 尸 {X = y } = l ; 

( C ) P { X+y = 0 } = l /4； ( D ) P { XY = l } = l / A . 


(1997 年三) 

解选 ( A ). 因相互独立，由边缘分布可求得联合分布律为 


故 



-1 

1 


-1 

1/4 

1/4 

1/2 

1 

1/4 

1/4 

1/2 

A . 

1/2 

1/2 

1 


P { X = Y } = \/ 2 . 


5,设平面区域 D 由曲线 y = l /： r 及 
直线 y = 0，: c = l，x = e 2 所围成.二维随 
机变量 ( X ， Y ) 在 D 上服从均勻分布，则 
( X ,7) 关于 X 的边缘概率密度在1 = 2 

处的值为_ • (1998 年一) 

解先求区域 D 的面积(见图 
3. 17)，即 



Sd 


dx 


j 


l \/x 






x 


d:c = \nx 


2, 


故 


/(x ，： v) 


1/2, O，}) 6D ， 


0, 


( x 9 y )^ D . 


/ x (工） 


n /： 


—dx=—Jo 9 


于是 / x (2) = l /4. 

6 , 设随机变量 x 和 y 相互独立，二维随机变量 ( x ， y ) 的联合分 
布律及关于的边缘分布律的部分数值 如下： 



y \ 

yt 

3^3 

A _ 

尤 1 


1/8 



工 2 

1/8 




P • J 

1/6 

1 
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(1999 年一) 


试将其余数值填入表中空白处. 

解 

知 

又由 
知 




—1 


0 


1/4 1/2 1/4 


X ： 


0 1 
1/2 1/2 


而且尸 

(1) 求不和尤的联合 分布； 

(2) 问和义 2 是否相互独立？为什么？ 
解 (1) 由尸可知 


(1999 年四) 


从而 


尸 { X 1 = —1， X 2 = 1}= 尸 

P{-l,0}=F{X 1 = -l} = l/4, 
F{0,l}=F{X 2 = l} = l/2, 
P{l,0}=P{X l = l} = l/4, 
P{0,0} = 卜 1/4 — 1 / 2 — 1/4 = 0 , 


于是兄 和 不 的联合分布律为 


• 170 _ 


由 p • 1 = 1/6，户21 = 1/8 

户 u = l/24- 

pu — pi^p^\ — pi^ X 1/6 = 1/24 
户 i. =1/4 ，外 ‘ =1 — 1/4 = 3/4 ， 

/>13 = 1/4-1/24- 1/8= 1/12- 

Pi2 = pi- P - 2 = l/^Xp - 2=^1/^ 

户 • 2 = 1/2 ， 

/>22 = 1/2— 1/8 = 3/8，/>. 3 = 1 — 1/6 — 1/2=1/3, 

如 = 3/4Xl/3=l/4_ 


X 

yy 

V2 

ys 

pt • 

尤 1 

1/24 


1/12 

1/4 

Xz 


3/8 

1/4 

3/4 



1/2 

1/3 



已知随机变量和又 2 的概率分布 


由 此 
又知故 因 





—1 

0 

1 

P *) 

0 

1/4 

0 

1/4 

1/2 

1 

0 

1/2 

0 

1/2 

A - 

1/4 

1/2 

1/4 

1 


(2) 根据联合分布和边缘分布验证 Pf pi , P • j •取 />。。= 0,但 


po • 故 X!与 X2 不相互独立 * 

8. 已知随机变量 x 和 y 的联合概率密度为 

f 4 i ： y ， 0<工<1，0<3^1， 
〆 工 ，)，）= n 廿 … 

1 0，其匕， 

求； C 和 Y 的联合分布函数 FCr，_y). 

解 （1) 对于 x<0 或： y<0, 有 

F ( x , y )= P { X ^ x , Y ^ y }^0. 

(2) 对于 0<:r<l ，0<3^1，有 


F ( sc ^ y ) = 4： 






X 


)， 


uvdudv 


0 


*p . ^ 

1 7 


(1995 年四) 


(3) 对于 : r>l ，3；〉1 ，有 F ( jr ，： y ) = l . 

(4) 对于 jt >1，0<3；<1， 有 

FU , y )= P { X ^ l , Y < y }=^ y \ 

(5) 对于有 

F ( x ,^)= P { X < x , y < l }=^ 2 . 

故 x 和 y 的联合分布函数 

0, 工<0或3/<0， 

I 2 y ， 1， 0<： y < 1， 


F ( x , jy)=s 




JT Z y 0< x < l ， l <： y ， 
y ， l < JOj 0^ y^l y 

1 ， 1<X ， 1< ： V. 


9 . 已知随机变量 X 和 Y 的联合概率密度为 


f(jo,y) = 





— O+y) 

0 , 


00< + c ^，0<： y < + oo , 

其它， 
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试求尸 {x<：n. 

解因为 JT>0，jC>0, 所以 


(1989 年四） 




P { X < Y } = 


fix^y)dxdy 


+ 


jrCy 


•/ 


e 


(•r+ ： y)d 


X 




^ y dy 


ry 




(V 


e^ x dx 


(e 


e 


— 2y 


)dy 


e 



e 


-ty 


10. 甲、乙两人独立地进行两次射击，假设甲的命中率为 0. 2,乙 
的命中率为 0. 5,以 x 和 Y 分别表示甲和乙的命中次数，试求X和 y 
的联合分布律. （1990 年五) 

解以凡（*‘=1，2)记甲第/次射击命中，昃记乙第纟次射击命 
中，射击相互独立，则尸 (A) = 0. 2，P (及 ）= 0. 5_设 


X t 


1， A 发生， 

0， A 不发生， 


y , 


1， B t •发生， 

0， Bi 不发生， 


于是 


P { X ~ 0 }— P(Ai jA 2 ) = 0 . 8 2 = (X 64, 


P{X=l}=P{A l ,A 2 )+P(A l A 2 )=^2X0. 2X0, 8 = 0. 32, 

P {X — 2} =P {AiA z } — Q. 2 2 = 0. 04 ， 
P{Y=0}=PCB l B 2 ) = 0. 25, 


P{y=l} = 2X0. 5 2 = (L 5 ， 

P{Y = 2}=PdB l B 2 )=0. 25 - 

由 X ， Y 的独立性可依 p tJ = p , 。写出 (X ， Y) 的联合分布律 如下: 



0 

1 

2 


0 

0. 16 

0. 08 

0-01 1 

0. 25 

1 

0- 32 

0. 16 

0. 02 

0. 5 

2 

0. 16 

0. 08 

0. 01 

0. 25 

P ” 

0. 64 

0. 32 

0. 04 

1 


11 . 设某班车起点站上客人数X服从参数为 A (A>0) 的泊松分 
布，每位乘客在中途下车的概率为/> (0</)<1),且中途下车与否相 
互独立，以 Y 表示在中途下车的人数 ，求： 
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(1) 在发车时有 n 个乘客的条件下，中途有 m 人下车的 概率 ; 


( 2 ) 二维随机变量 (x ， y) 的概率分布 • 

解 （ 1) P{Y = rn\X^n)=C T ： p m a-py 


(2001 年一） 


m 


O^m^n » w = 0 ， l ， 2. 


(2) 尸 {X = w，y = m} 


P {Y = m\ X = n}P {X = n) 




C ： p m (l-pr 


m 


e 


A 




n\ 


K 1 , O^m^n j n = 0 ， l ， 2. 


12. 设随机变量 X 在区间 (0 ， 1) 上服从均匀分布，在 (0< 
x< 1 ) 的条件下，随机变量 Y 在区间 (0 ， o ： ) 上服从均勻分布 ，求： 

( 1 ) 随机变量 X 和 7 的联合概率 密度； 


(2) y 的概率 密度； 

(3) 概率尸 {x+y>i}. 
解（ 1 )又的概率密度为 


(2004 年四 ) 


/叉（工） 


1， 00<1， 

0 ，其它， 

在又 = 工（ 0<^<1) 的条件下， Y 的条件概率密度为 


/ vixC ^ U ) 


1/x ， 0 〈： y<x ， 

0 ，其它 . 


故当 0<3 ； <Cr<l 时，由 /(x ， 3/)=/xU)/ y| x( ： ^k) 得出 X 与 Y 的联 
合概率密度 如下： 




1/工， 0<： y <： r < l ， 

0 ，其它 . 


(2 ) 由 AO) 


f(x y y)dx 知，当 0 〈 : y<l 时， 


/ y (^) = 








x 


djc= — \ny 


当 3^0 或时， /r(>0 = 0 •即 


fv(y) = 


—lnjy, 0<)<1 ， 
0 ， 其它 . 


參 
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(3) F{X+y!>l } = IT 

=r d j x 丄 办= 「 （2 -丄 k 

J 1/2 J 1 -工工 J X/2 工 I 

=1 —ln2. 

(二）两个随机变量的函数的分布 

1. 设两个相互独立的随机变量 x 和 y 分别服从正态分布 

#(0,1)和7^(1，1)，则（ ）• 

(A) F{X+r<0} = l/2; (B) F{X+y<l}==l/2； 

(O p{x-y<o}=i/2； (D) p{x-r<i}=i/2. 

(1999 年一） 

解选 (B). 因为 X 〜 AK0，1)，Y 〜 AK1，1)， 所以 
X+y 〜 AK1 ， 2) ， (X+y-l)/*/2~—N(0,1). 

由正态分布的对称性知 

J P{(X+y-l)/v r 2"<0} = l/2, 

即尸 {X+y— 1<0} = 1/2,于是尸 {X+Y<l} = l/2. 

2. 设X和 y ■为两个随机变量，且 

P { X >0, y >0} = 3/7, P { X >0}= P { y >0}=4/7, 

则尸 {max(m>0}= _ • (1995 年一） 

解 P{max(X ,y)^0} = F{X^0H~P{y^0} 

-p{x>o,y>o} 

= 4/7 + 4/7-3/7 = 5/7. 

3. 设随机变 量又与 y 相互独立， x 的概率分布为 

1 2 \ 

X 〜 

0* 3 0. 7 ) 

Y 的概率密度为 /(：y) ，求随机变量 = 的概率 密度# («)• 

(2003 年三) 

解设7的分布函数为 Fb )， 则由全概率公式知，的 

分布函数为 
• 174 • 



G(u)=P{x+Y^u} 

= 0 .3P{x+y<w|x=i}+o. 7{x+y<wjx=2} 

= 0. 3P{y<w-l|X=l}+0. 7{Y<u-2\X = 2). 

因为 x 和 y 相互独立，故 

G(«) = 0. 3P{y<w-l}+0. 7P{Y< : u-2} 


= 0. 3F(u-l) + 0. 7F(u — 2 )， 

从而， t / 的概率密度为 

g(u) =G r (u) = 0. 3/(u _ 1)+0. 7f{u — 2)_ 
4. 设二维随机变量 (x ， y ) 的概率密度为 


f(x 9 y) = 


1 ， 0<x<l ， 0< ： y<2x ， 

0 ，其它， 


求 ：（ l) (X ， y) 的边缘概率密度 AU) ， AOO; 

(2) Z = 7 的概率密度 AU); 

(3) P{y<l/2|X<l/2}. ( 数学一不考 •） 


(2005 年一、三、四） 


解 （ 1) 当 0<:r<l 时， 


fxix ) 


t2x 


f(xjy)dy= dy = 2jo; 
, J o 


当 JT<0 或 时 ， /x(x) = 0 . 故有 


fx (^ c ) = 


2x, 

0, 


0< x < l ， 

其它 . 


当 0<3 ； <2 时， 


fAy ) 


r+ 


f(x,y)d x 


y/2 


dx=l—y/2i 


当3<0或 时， / y (3；) = 0. 故有 

(l — y/Z^ 0 〈 : y<2, 

/ y (30= 甘 — 

l 0， 其它. 

( 2 ) 当之 < 0 时， Fziz) — 0; 

当 jet >2 时， F z iz) = l ； 
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当 0< z <2 时， 


F 2 U)=P{2x-Y<,z) 


故 


/ z (^)— Fz (^) = 


(3) P { Y < l /2| X < l /2} = 


f (x ^y)dxdy = z — 

w 

— y^z 

l - z / 2 , 0<之<2， 

0， 其它. 

P { X < l /2, y < l /2} 


z 


4 - 


3/16 


3_ 


P { X ^ l / 2 } 1/4 

5. 设二维随机变量 ( X ， y ) 在矩形域0=卜，：^|0<0<2,0<7 

< 1} 上服从均匀分布，试求边长为 x 和 y 的矩形面积 s 的概率密度 
/ CO . (1999 年四） 

解 G 的面积为 2，（ X ，10 的概率密度为 


/( x ，： y ) = 


1/2， 



0，其它. 

以尸(5)表示 * S 的分布函数，则 
当时， FG ) = 0; 当 s >2 时 ， FGO 
1. 现考虑0<0<2的情形，由图 3. 18知 
FCs)= p{5^^} = p { xy ^5} 






f { xy >5}= i - 


xy>s 


2 


dxdy 


1 — 




da: 


six 


dy 


于是 


g ( s ) = F f (5)= 


= 5( l + ln 2 — \ ns )/ 2 . 
( In 2 — ln 5)/2, 当 0< O 〈2, 


0， 其它. 

6. 假设随机变量 U 2 , Xs . X , 相互独立且同分布，尸{兄= 0 } 

0. 6，尸{兄=1 } = 0. 4 ， t = l ，2,3,4,求行列式 


X 


X x X z 
Xs X, 


的概率 分布. （1994 年四） 

解设 YeiXpYeH ， 则，随机变量 m 2 相 


« 
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互独立且同分布，有 

P {Y i = 1} = P {Y 2 = l} = P {X 2 = 1 ^ X z — 1) —0. 16, 

尸 {y 1 = 0 }= 尸 {y 2 = 0 } = l — 0 . 16 = 0. 84. 

随机变量 — h 有三个可能值一1,0,1，易见 

尸 {x= — 1}=尸{>^ = 0,7 2 = 1} = 0. 84X0- 16 = 0, 1344, 

F{X=l}=F{yi = l ? y2 = 0}=0. 16X0* 84 = 0, 1344 ， 

P{X = 0}=^l-P{X=-l}-P{X^l}=0. 7312. 

于是行列式的概率分布为 

x, x 2 -1 0 1 

x = 〜 

X 3 x 4 0. 1344 0.7312 0. 1344 厂 

7. 设随机变量 X 与 y 相互独立， X 服从正态分布 iV ( p ， tr 2 ) 服 
从[― rn ] 上的均匀分布，试求 Z = 的概率密度函数(计算结果 

用标准正态分布函数少来表示），其中 

少(工）=广 ^= e ~ t 2 / z dt . (1992 年一） 

J — /2^ , 


解 因为仙 )= 古广气 — 


fy ( y ) 


2 ^ f 


n<y<n 


0，其它， 


x , y 相互独立，由卷积公式，有 


fz(z) 


\ +m fxU-y)f Y iy)dy=[ 

J -oo J 2kct 


)% h dy 


2 


-iz-y-ur/i2^) 


2^ 


dy (^ t~z — y — ft ) 


上 /2 J, 

n /ft 0 

) * ( S + K — 


-t L n 


(2 丌 ） J ( i +«— p )/^ 


1 「 
2 丌. 


/2^ 

z + n — fi \ 




(z —氕一 


_ 


£/2 dt 


z — 丌一 // 


2 丌 
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8 -设二维随机变量的概率密度为 


/( 工， }) 


2e _u+23,) ， x>0 ，： y>0, 




0， 其它， 
求随机变量 z = x +2 y 的分布函数. 

解 F z ( z )^ P { Z ^ z }= P { X +2 Y ^ z } = 


(1991 年 一) 

/(x^y)dxdy. 






当 z >0 时， 


F z iz ) = 

djr 

0 ^ 


( e — 

0 

当 s <0 时， 



r(z-x)/2 


2 e — (柳 办 


(e e _= )dx = 1 — e 


Cz 


j 


e 


Mx 


Ciz-xVl 


0 


2 e — 2 M：y 


z z 

ze ; 




故 


F z ( z ) 


F z ( z )^0. 

l — e ~ z — ze ~% z >0 f 

0， z ^ O . 

9. 一电子仪器由两部件构成，以 X 和 y 分别表示部件的寿命(单 
位: kh ) ，已知 X 和 Y 的联合分布函数为 


F ( x ^ y ) 


0 , 


丄 一0.5(1+30 

十 e ， 


工 >0 ，： y>0, 

其它. 


(1) 问 x 和 y 是否相互 独立； 

(2) 求两个部件的寿命都超过100 h 的概率 t 


(1990 年四) 


解 Fx (^)= lini F ( x ， y ) 


[ 1 - 


0. 5*r 




y- 


工 <0, 


e , x^O f 

0, 

1_e - 0* 5y 

Fy(y) = lim F(x^y) * 

00 [ 0， ><0. 

因为八工 ，30 = /^(工)/^ (: y )， 所以 X 和 Y 相互独立. 

a =尸{叉>0. 1} P {7>0. 1} 

= li - p { x < o . i }][ i — 尸 { y < o , l }] 


-0. 05 -o. 05 

e • e 


e — 0 . 1 • 


10. 设随机变量相互独立，其概率密度为 
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I 


fxix) 


1， , 

0，其它， 


fr(y) 


e 


' y >0， 

0 ， 

求 Z =2 X + y 的概率密度 函数. (1987 年一) 
解如图 3. 19所示，因为相互独立， 
所以有卷积公式 



fz ( z ) 




fx(^)/Y(z — 2x)dx 9 


图3_ 19 

O^x^l jz — 2x>0. 


当 z <0 时， 

当 0< X 2 时， 


/ z (^) = 0； 


fzU ) 




— (z—2x) 


djo 


: /2 


z ie z ~l) 


(1 


e 2x dx 


)i 


当 z >2 时， 


fz ( z ) 


{z-Zx 


M . 


e 


e 2:r dj ：— 去 e-:(e 2 — 1 )• 


r 0， <0， 

故 fz ( z )=< a_e^)/2 ， 0< 之 <2 ， 

， s (e 2 -l)/2, z>2. 

ii . 某仪器装有三只独立工作的同型号电子元件，其寿命(单 位: 
h ) 都服从同一指数分布，分布密度为 


fix) 


=^600 


-x/600 

e 


0, 


x 〉0, 


x ^ O . 


求在仪器使用的最初 200 h 内至少有一只电子元件损坏的概率 - 

(1989 年四、五) 

解设损坏只数是随机变量〜 B (3，/>), A 为最初200 h 内 

第*_只元件损坏事件，足 为第 i 只元件的使用寿命，兄相互独立且同 
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分布，故 


尸 （ A )= P { 兄<200}= 


200 


x/60 


m/ 


600 


e qjt 


°d 


e 


x/600 


200 


1 —e 


1/3 


(2 = 1 ， 2 ， 3) ， 


P { Y^l } =1 — (l — py = l — (e 1/3 ) 3 = 1 —1/ e . 

12 . 设随机变量 x 与 y 相互独立，且 x 服从均值为 l , 标准差为 


/ T 的正态分布，而 y 服从标准正态分布,试求随机变量 z =2 X — y 
+ 3的概率密度函数. （1989 年一) 

解 X 〜 AK 1,2)， Y 〜 7 V (0，1)， 则由正态分布的参数可加性 2 X 
+y 〜 AK 2,9)， 故 Z 〜 7 V (5,9)， 于是 

/ iz) = — ^=e _(：r_5) /18 ，一 °o < Cz<C + 00 . 

3/2^ 

13. 设相互独立的两个随机变量具有同一分布律，且 X 的 
分布律为 


X 

0 

1 

Pk 

1/2 

1/2 


则随机变量 Z = max { X ， Y } 的分布律为_ • (1994 年一) 

解因为 Z 只有两个值0，1，所以 

尸 {z = 0}= 尸 {X = 0，y = 0} = l/2Xl/2 = l/4 ， 
P{Z^l}=P{X=l,Y^=0}+P{X=l,Y^l} 

= p { x = o , y = i } 

= l/2Xl/2 + l/2Xl/2 + l/2Xl/2 = 3/4. 

所以，随机变量 z 的分布律为 


Z 

0 

1 

Pk 

1/4 

3/4 


14. 设随机变量 X 的概率密度为 / Cr )= e ^ /2 ,— oo < j ：< + oo , 
问：随 机变量 X 与 | 是否相互独立？为什么？ （1993 年一) 
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解 IXI 与 X 不相互独立. 

因为事件 { X<a } Z ) 事件 { | X | <幻，所以 
P { X < a , ! X |< a }= F {{ X < a } n {| X |< a }} 


= P {\ X \< a } 9 

又 jP ( X < a }< l ， PUXl < a }>0, 

因而 P { X < a } P {\ X \< a }< P {\ X \< a }, 

即 P { X < a f \ X \< a )^ P { X < a ) P {\ X \< a }. 


所以， i / l 与 X 不相互独立. 

15. 设随机变量 X 和7的联合分布 
是正方形 G = { 

3 } 上的均匀分布，试求随机变量 U ~ 
IX — 幻的概率密度 〆 m ). (2001 年三) 
解如图 3. 20所示，由条件知 X 和 
y 的联合密度为 

/ 丨 1/4， 1«3，1«3, 

办，叫0， 其它. 

以 ( — oo< w < + oo) 


y 


3卜 



o 



y — x = — XI 




X 


图 3. 20 


表示随机变量 U 的分布函数，显然，当 M <0 时， FU ) = 0; 当时， 


F ( u ) = L 


设0<«<2,则 




F ( u ) 




f (,x ^y)dxdy 


x — y\^u 




X[4 — (2 —u) 2 ] = l — 


—dj：dy 
(2-u) 2 


于是，随机变量 t / 的密度为 

p ( u ) — 


(2 -“）/2， 0<“<2, 


0, 


其它. 


16. 假设一台设备开机后无故障工作的时间 X 服从指数分布，平 
均无故障工作时间£(又）为5 h . 设备定时开机，出现故障时自动关机， 
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而在无故障情况下工作 2 h 便关机 • 试求该设备每次开机无故障工作 
的时间 y 的分布函数 F ( 30 . (2002 年三、四) 

解设 X 的分布参数为 A . 由于 £(；0 = 1/ A =5, 可知 A = l /5 .显 
然 y = min { X ，2}, 

对于： y <0， F ( y ) =0； 

对于: y >2， F ( y ) = l ； 

对于 0<3；<2, 

= P{X<,y} = l-e~ y/ \ 

于是， y 的分布函数为 

f 0， 3；<0， 

F ( y )=< 1— e - V 5 ，0<3；<2， 

、 1 ， 


• 182 • 



第四章随机变量的数字特征 


第一节随机变量的数学期望与方差 


主要内容 


_、数学期望 

1. 离散型随机变量的数学期望 

设离散型随机变量 X 的分布律为尸（々= 0，1，2, 

<50 

…），若级数绝对收敛，则称此级数的和为随机变量 X 的数学 

Jt-1 


期望或均值，记为，即瓦(义）= 2]^- 


2. 连续型随机变量的数学期望 

设连续型随机变量 X 的概率密度为 / U )， 若积分 


xf ( x)cLr 


绝对收敛，则称此积分的值为随机变量 X 的数学期望，记为 £( X ) 




r. 


xf ( x ) dx . 


3. 随机变量函数的数学期望 
设7=容( X )是随机变量 X 的函数 ，有： 

(1) 若 X 是离散型的随机变量，分布律为尸 (k= 


1，2,…），若绝对收敛，贝!1 

4 = 1 

oo 

E(Y) =£[^(X)]= ^^g(x k )pp 

k ^\ 
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(2) 若 X 是连续型的随机变量，概率密度为 /(_r )， 若积分 
发 0)/(x)d:r 绝对收敛，则 

J — co 

E(Y) — E[^g(X)^\= g(x)fix)dx ( 发 (: r) 连 续 ). 

‘ 一 oo 

若是随机变量 x 和 y 的函数，则有以下 (3) 、（ 4). 

(3) 若 (x,y) 是离散型随机变量，其分布律为 

P{X = JCi,Y = yj}= pij (z’ ， j=l ， 2 , …）， 

<oo oo 

则 E(Z)=Elg(X,Y)^^^g(x^ yj )p ir 

i—i j= i 

(4) 若 ( X ,7) 是连续型随机变量，其密度函数为 / Cr ，3；)， 则 

£(Z) = £|>(m] 

，+ oo r-hoo 

= g(x ^y)fCx^y)dxdy (Mx ，： y) 连续 )‘ 

J ^ - CO J 一 oo 

( 3) 和 ( 4) 中的级数与积分必须绝对收敛 . 

4. 数学期望的性质 

(1) E(C)=C (C 为常数 ). 

(2) ECCX)=CE(X) (C 为常 数 ). 

(3) 对两个随机变 量义和 y ， 有 

£(X+y)=£(X) +£(7 )； 

推广到多个随机变量和的情形，有 

£(兄+叉 2 +……+ £00, 

(4) 对两个相互独立的随机变量，有 

E(XY)=E(X)E(Y)i 

推广到有限个相互独立的随机变量情形，有 

EdXfXJsECXDECXO … EOU. 

二、方差 
1 . 方差的定义 

设 X 为随机变量，若 E {IX - E ( 义） ] 2 } 存在，则称 
£{[X — £CX)] 2 } 为 X 的方差，记为 
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D ( X )= var ( X ) = £{[ X - J E ( X )] 2 }. 

将 V ^ X 7 = aOO 称为随机变量 X 的均方差(标准差). 

2 . 方差的计算 

(1) 若 X 为离散型随机变量，则 

oo 

D ( X ) = ^ lx k - E ( X ) Jp k . 

(2) 若 X 是连续型随机变量，则 

D ( X )=\ + ^ lx - E ( X ) Jf ( x ) dx . 

y -™- oo 

(3) 方差 / XX ) 的简捷计算公式为 D (；0=£( X z ) — DE ( X )] 2 . 

3. 方差的基本性质 

(1) 若 C 为常数，则 D ( O =0; 

(2) 若 C 为常数，则 ZXC ；0= C 2 Z )(；0 ; 

(3) 若 X 与 y 相互独立，则 ZXX + y ) = D ( X )+ D ( T ) (同时， 
D ( X - Y )^= D ( X )- D ( Y))i 

(4) D ( X )-=0<=^ P { X = C } = 1. 

三、 一些 常用分布的数学期望与方差 

X 〜 B ( n ， p 、 , PJ £( X ) — n /> , D ( X ) = npi \ _ p ). 

X 〜; rU )( 尸 （ A )) ，则£(；0=/1，£)(；0=义. 

X 〜则 £00 = (^+6)/2，1)00 = (6—^) 2 /12. 

X 〜 e ( A )， 则 £：(；0 = l / A ， J D (；0 = l / A 2 • 
；^：〜 iV ("，^ T 2 )，则 E (；0=//， Z )(；0=^ r 2 . 

疑难解析 

1. 随机变置的数字特征在概率论中有什么实际意义？ 

答要全面掌握一个随机变量的统计规律性，必须了解这个随 
机变量的分布函数.但是，在实际问题中要求得一个随机变量的分布 
函数是困难的，也往往是不必要的，通常只需要了解随机变量的某几 
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个数量指标就可以了.这些指标就是概率论中的随机变量的数字特 
征.一来，它们比较简单易求(在实际问题中可以通过样本进行估计）； 



的某些特征.随机变量的数字特征在概率论与数理统计中有着广泛的 


应用. 


2. 在数学期望定义中为什么要求级数和积分 

k— 1 


fix ) do : 绝对收敛？ 

J — oo 

答首先，随机变量的取值是随机的，不一定是按次序的，因此， 
在求和的时候，可能要改变项的次序.其次，由高等数学知识可知，当 
级数绝对收敛时，不因改变项的次序而改变级数的和，因而期望值唯 
一 存在.积分是一个积分和式（也可以视为一个级数）的极限，因而也 


要求绝对收敛. 

3. 为什么不用 — E (； n ] 或五 [| X —£( x ) |]代替方差作为 


衡置 X 取值偏离程度的一个尺度？ 

答 X — £00虽然反映了随机变量 X 的取值与平均值 £( X ) 的 


偏差，但偏差可能是正的也可能是负的，因而在求和时容易正、负抵 
消，故 £[ X -£：(；0] 的值不能正确反映 X 取值与平均值的偏离 程度. 

对 £[1 X — £(幻|]来说，虽然不再存在正、负抵消的问题，但是 
要取绝对值，给计算制造了一定的麻烦，所以 £[ \ X - E ( X )\ ] 也不适 


合作为衡量随机变量 X 取值偏离程度的一个尺度. 

4. 随机变量 X 的数学期望£(7)与方差之间有什么联系? 


答 （1) 若 £( X ) 存在， D ( X ) 不一定存在 • 
如对二维随机变量 ( X , Y ) ，若概率密度为 


= l/[W 十 : y 2 十 I) 2 ]，—+ ， 


有£：(又）= 0，£：00 = 0，但1)(又）=+00，1)00 = +00- 
(2) 若£(；0不存在，则 ZKX ) —定不存在. 

因为 D (；0=£：(_ X 2 ) - [£( X )] 2 , 所以 £00不存在，必有 ZXX ) 
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不存在（如 X 服从柯西分布，/(1) = 1/|>(1+0： 2 )]，一00<工< 
+ oo，£(；Q 不存在). 

(3) 若 DOO 存在，则对任意常数 C ， 有 iXXXfXX — C ) 2 , 当且 
仅当 C =£( X ) 时等号成立. 

方法、技巧与典型例题分析 


在计算随机变量的数字特征时，必须先分析已知的条件，根据不 
同的条件寻找不同的计算方法，当分布已知时，一般只需依公式计算 
随机变量的数字特征.所要注意的是要验证级数或积分的绝对收敛 
性，并尽量利用级数求和的技巧和积分的性质.当分布未知时，可以先 
求出分布，再计算随机变量的数字特征.但这比较麻烦，一般利用关于 
数字特征的定理和数字特征之间的关系来计算 • 

一、 分布已知时，求数学期望与方差 
例1设随机变量 X 的分布律 如下： 


X 

-2 

0 

2 

Pk 

0 . 4 

0 . 3 

0 _ 3 


求: £(；0 ，£( X 2 ) ,£(3 X 2 + 5) 

解 E(X) = -2X0. 4 + 0X0, 3 + 2X0, 3 = —0_ 2 ， 
E(X 2 ) = ( — 2) 2 X0. 4 十 0 2 X0, 3 + 2 2 XO. 3 = 2. 8, 
E(3X 2 + 5) = 3£(X 2 ) + 5 = 3X2. 8 + 5 = 13. 4 ， 
D(X)=E(X 2 )-lE(X)J^2. 8-(-0. 2) 2 = 2. 76. 

例 2 设随机变量 X 的分布律为 

+ oC>0, 是= 0，1，…， 


求： £00和 DOO . 

二 bn k ^ 

解 £( X ) = g 利用幂级数求和技巧，有 

A = * 0 


k= i 丨 =i 1 


1—JC 



(1 -w 
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£( X ) 


a 


(1+a) 


a 


(1 + a) 




h 


a 


XI 


1 + a 


1 — 


k-l 


a 


(1 + a) 


a. 


同理，利用幂级数的求和技巧可得 


e ( x 2 ) = 5> 




a 


k 


a 


(1 + a) 


(1 + a) 


1 + 


Jt+i 


(1+a) 


a 

1 +a 


1- 


^=1 

a 

1 + a 


a 


1 + a 


it — 1 


2 


a(l + 2a) ， 


所以 


DiX)=E(X 2 )-lE(X)J = a(l + a). 

例 3 设 H 都服从 [0, 2] 上的均匀分布，则 


EC3X\ — Xz^ZX 3 ) — ( ) _ 

( A ) 4; ( B ) 3； ( C ) 1； ( D ) 2. 

解选 ( A ). 因为 


fiXi ') 


jl /2, 

\ 0, 


0< ： c<2, 

其它， 






所以 

E (3 X 1 - X z + 2 X 3 ) = 3 E ( X 1 )- E ( X z )- h 2 E ( X 3 ) = 4., 

例 4 设随机变量 X 的分布函数为 

f 0， ： T < — 1， 

Fix ) = s a +6 arcsinj ：, — 1<工<1， 

、 1, 


试确定常数 a 和6,并求£00 , D ( X ). 

解 /(: r ) = F f (_ r ) ， 所以 

\b/ — 工 2 ， — 1< 尤 <1 ， 

1 0， 其匕， 

--- d.r — ^n=l=^^=~^ 


由连续性，有 
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F(l) 




a H~ ~ 


所以 


E ( X ) 


7T 


n 


arcsina: = a + 






x 


i 丌 /T 




X 


2 


djr (由奇偶性 ）= 0, 


D ( X )^ E ( X 2 ) = 


n 


x 


2 


7t V\ — 


dx 


x i 


7C 


n 


X 


0 




dx 


7T 


X 


\/1 — x 2 + — arcsinj ： 

Li 

例 S 设随机变量 X 服从超几何分布. 


0 


2 • 


P{X = m ) = C ^ N m ， m = 0 ，1，…, n ， 


求 £( X ) 和 IKX ). 


解 


n 


E ( X ) = 


m= 0 


n 


由 y ^ An = l ， 故 


m 


n 




m — 0 


n 


于是 


2 Cm = C n N ， mCZ = MC %:\ 


m^O 


n 


n 


从而 


m 


N-M 


YMcm i 


一 Cm — 1) 

1 — ( M - 1) 


m— 0 


m 


n — 1 


M^ZC 


m /™tji — 1 — m 

Af— 1^ A r — 1 — (m— 1) 


—1 
N-l 


m— 0 


所以 


E ( X )= MC n N :\ /Cl = Mn / N . 


类似可求得 


E ( X Z ) 


n{n — 1) M ( M — 1) , nM 




N ( N - l ) 


N ， 


故 


D(X) = £(X 2 ) - [£(X )] 2 = 


nM { N — M ) { N — n ) 


N 2 ( N - l ) ‘ 

例 6 设随机变量 X 〜 ttU )， 且已知 £[( X —1)( X — 2)]=1，贝 ! M 


參 
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解由 X 〜 ? rU ) 知，£：00 =义，1)00=义.又 

£[^ r — l )( X - 2 )]=£[ X 2 —3 X +2]=£：( X 2 ) —3 EOO + 2 

= D ( X ) + lE ( X ) J ~3 E ( X )^-2 

=A+A 2 -3A 十 2 = 1 ， 

故 A=l. 

例7设随机变量 x ， y 相互独立，且都服从 AK 0， l /2)， 求随机 
变量 | X _ Y | 的 方差. 

解令7=又一 y ， 则由参数可加性知， Z 〜 AK 0,1)， 即 
£( Z ) = 0， D ( Z )-1, £( Z 2 )= D ( Z ) = 1. 

由 D ( iX - y |) = D (! Z |)=£：(| Z | 2 )-[£(| Z |)] 2 

= £：( Z 2 )-[£( iZ |)] 2 , 


£(| Zt )= U 

J — CO 



2 r 


ze 



黌 


所以 D | X - yj = l -2/7 t . 


例 8 设在某一规定的时间间隔内，一电气设备用于最大负荷 
的时间 单位: min ) 是一个随机变量，概率密度是 

f : r/1500 2 ， 0«1500 ， 

/U)=j (3000 —x)/1500 2 ， 1500<x<3000- 

、 0， 其它， 

求 X 的数学期望 ECX ). 

解直接代入公式，分段计算积分，有 


E ( X ) 


广 1500 ^2 


0 


1500 


dx + 


>3 _x(3000 - x) 

1500 1500 2 




x 3 

3 X 1500 1 


1500 



3000 工 2 /2 —工 V3 
1500 2 


3000 

1500 


例9 


= 500 + 4500—3500=1500 (min). 


设随机变量 X 的概率密度为 


fix ) 


1 — I 1 — x \ , 

0 , 


00 < 2 , 

其它， 
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求 £(；0 和 D ( X ). 

解如图 4. 1所示，将绝对值记号去 


掉，化为/(工) 


x ， 0<x<Cl ? 

— x y l < x <2, 于是 
0， 其它. 


n rz 

E ( X ) — x 9 j ： dj ： + x(2 — x)djo 

0 « 1 



y + i * =1 ’ 


E ( X 2 ) 




i rz 

x 1 • xdjo + x 2 (2 — x)dx 

0 J 1 


图 4. 1 


1 i 11 7 

4+12 6 ， 


所以 D ( X )^ E ( X z )- lE ( X)J = j~l = j ^ 

例 10 设随机变量 X 服从拉普拉斯分布，概率密度为 


/ a )== 2 A e 


- l " l/A (义>0) ， 


求 £(；0 和 ZXX ). 


解 




2 A , 


j ： e _ {X ^ M/X dx ( 令 : r — 


(f]-fx)e~ lti/x dt=wT 


1\ 


//e 


^ /x At 


fte t/x dt = ft 


te ~U\/^ t —Q ^ 


0 


£(X 2 ) = ；n ^ e ^i ，： -^/A dx= (t + fx) 2 e^ ulM dt 

^Aj — oo Z 八 J —OO 


A J o 


fe—" A cU 十 


ii 

A J o 


e -"Mi = 2A 2 + 〆 ， 


所以 


jD (X)-£(X 2 ) - [£(X)] 2 = 2A 2 . 
例 11 设 X 服从贝塔 (/?) 分布，概率密度为 


/( x )=] B (/^) 


X ， _1 (l-X) 9 —S 0< 工 <1 ， 


0, 


其它， 


求 £：(；0 与 ZXX ). 
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解 B ( p $ q )= x p ~ l (l — x )^ l dx = 

Jo I ( 夕十 g) 

而 r(a)= x a ~ l e~ x dx^ r(a+l)=ar(a) ， r(l) = l ， 

Jo 

所以 

五 a — (计 

— T(p-\-g) r (户 +i)r(") 

= r(p)+r(q ) # r(p^g+iT 

__ r(/?+g) I pr(p)T(q) = p 

T(p) +r(g) ( 户十 g)r(^>+g) />+<?* 

类似地 

_ r(/>+g) (p+i)pr<ip)r(q) 

— r (/ o + r (7) • (/^+ i ) o + g ) r (/) 兩 
_ (/ >+!)/> 

(/ > + <?+l) (户 + 9) ’ 

所以 DiX)^E(X^-lE(X)J= (p+g ^ Xp+q y 

下面讨论二维随机变量与随机变量函数的情形 ■ 

例 12 设随机变量 (X ， Y ) 的联合分布律为 



>< 

1 

1 

2 



1/4 

1/2 

1 

求 £( ； 0 ， £00 和 £XJ5m. 

解因为 

0 

/ 

1/4 

X 

1 2 

Y 

-1 1 

pk 

1/4 3/4 

Pk 

3/4 1/4 


所以 E(；Q = lXl/4 + 2X3/4 = 7/4 ， 

EOO = — IX 3/4 +IX 1/4= — 1/2, 
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£Om = lX ( —DX1/4 + 1X1X0 

+ 2 X (- DX 1/2 + 2 X 1 X 1/4 
=— 3/4 - 

例13设随机变量 X〜7^(0，1)，7=2叉+1，则卩〜（ ）• 


(A) N(Oa); 
(C) iV(l ,2); 


( B ) N ( IA ); 
( D ) iV ( l ? 4). 


解选 （ D ). 因为 £( F ) = 2£( X ) + l = l ， D(n = 4 ZK ；0 = 4, 
所以 y 〜 iV ( l，4). 

例 14 设随机变量 X 的概率密度为 


fix ) 


2 


e 


— U + 3 )/ 4 ， —oo<x< + oo, 


若 y 〜； V(0，1)， 则 y =( 
( A ) ( X +3)/2; 
( C ) (X —3)/2; 


( B ) ( X +3)// Y ； 
( D ) CX -^// Y . 


解选 （ B ). 因为 X 〜 AK — 3,2)，所以，当7 


X — fx JC+ 3 

~ v^Y 


a 


时 ， y 〜 tv ( o ， i ). 

例 15 某厂生产的一种设备的使用寿命 x 的概率密度为 


fix ) 


e 


—:c/4 


0, 


x >0, 


工厂 规定： 已售设备在一年内损坏予以调换.若工厂出售一台设备 
盈利100元，调换一台设备厂方损失300元，求厂方出售一台设备 
盈利值的数学期望. 

解 Y 可能值为100和 一200( 即 100—300) ，于是 


p{y=ioo}-P{x>i} 




4 


e 


"Mx 


e 


1A 


1/4 


所以 


P{Y=—200} =P{X<l} = l-e 


£(T) = 100e— i/4 +( —200)X (1 —e 


-1/4 
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= 300e^ l/4 —200. 


例 16 设某种出口商品的国际需求量 X 〜? 7(2000,4000) .若 
每出售1 t 商品可赚取外汇3万元，但积压1 t 要花保养费1万元. 
问：应 组织多少货源，才能获取最大收益？ 

解设商品量的最大值点为 a ， 收益为随机变量 y，y = 

犮 m ， 有 


fix) — 


( 1 / 2000 , 

I 0, 


2000<x<4000, 

其它， 


Y ^ g ( X ) 



3 工 0 ， 


3 X-U 0 -X), 







则 


E(Y) = 


JT 




「4000 




(AjT — x 0 ) dx~h 

2000 




1 


T 


n 


2000 


dx 


= — W + 7000 X 。一 4X10 6 ), 

因为，由 [£(Y)]k = (_2 了 。+ 7000)/1000 = 0, 得 工。 = 3500; 又 
[E(Y)]t=— 2/1000, 所以 xo = 3500 为最大值点.从而知，组织货 


源 3500 t 时，收益最大. 

例17设随机变量 x 〜 t /( o ， i )， y 〜 a ( i ，3)， x 与 y 相互独 
立，求 £(; no 与 D ( xy ). 

解因为 


/xCr) 


1， 00<1， 

0，其它， 


fr ( y ) 


1/2, l<y<3, 

0，其它， 


所以 


于是 


fix,y) = 


1/2 ， 0<x<l,l<^<3, 

0，其它_ 


广 1 


E(XY) 


xdx 


o 


ydy = — X2^1, 


E(X Z Y 2 ) 


n 


j 


广 3 


X 


dx 


0 


1 2 , 1 V13 13 






9 ， 


从而 D(XY)=EiX 2 Y 2 )-lE(XY)J = ^-l = j. 

例 18 在长为 / 的线段上任意选取两点，求 ：两点 间距离之的 
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数学期望与方差，并求 £ ： (T) 和 D(Z n ). 

解如图 4. 2所示，将线段置于区间[0，/]上，则两点为随机 
变量 x ， y . x 与 y 相互独立且同分布，服 
从 t /[ o ，/]， z = lx — yj ，因而 

F(z)=P{Z<z}=P{ 


利用几何型概率可求得 
P{\x-Y\^z] 

p { x - z < y < x + z } 






H 2 -a-z) 2 Vi 2 
1 — (1 — z / V ) 1 ， 



图 4. 2 


当 时，7^(之）= 0;当 时 ^ F ( z ) = 1 . 所以 

2(1 —之//)/,， 0〈之 ， 

0， 其它. 

n 


fU ) 


于是 ECZ) 


z 


1 — 


Z 


dz = 


.2 


Z “ z 

一2 h 


0 


£(Z 2 ) = 


r/ 


2 : , 


o 


2： 


1 - r~ dz 


l 2 


E(Z ri ) 


"7 

f 1 z 


1 - 

丄 I 

0 



dz 


2 l n 


(« + l)(n + 2) 




E(Z 2n ) 




(2 打 + 1) (2w + 2) ’ 


所以 


D(Z)-£(Z 2 )-[£(Z)] 2 = / 2 /18, 
D(Z w ) = £(Z 2rt )-[E(Z rt )] 2 


2« 


(2n + l) (2« + 2) (” + l) 2 (« + 2 ) 2 」 

例 19 设随机变量 X 〜 AKO ，^)， 求 £：(； T ). 

X 


解先进行标准化代换，令 Y 


a 


，则 y 〜 ako ， i )，/()) 


/27 T 


e 


/2 


= 于是 
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E{X n )^a n E(Y n ) 




广 + 




v 2 n 




y n e~ y /2 dy 


当 n 为奇数时， £ ： or)=o ; 当 / z 为偶数时，令〃 =y/2, 于是 

广 + oo 


EOO/Z 叫 /2^ 


秦 


U 


rt + U /2 -l 


0 


e~ u dy 


<f 2 n/z /^r •• r 


方 +i 




* 


' n — 1 ' 


f n —3 | 

墨倉施 

f 1] 

r 

f l 

l' 2 J 


i 2 1 

■■ ■ ■ 

2 j 

2j 


所以 


E(X n ) 



图 4, 3 


，(n —1)!!， 

(f'Cn — Dl ! , n 为大于 2 的偶数， 

0 ， n 为奇数 . 

例 20 设平面上点 A 的坐标为 

(0 ， a) ， a>0. 过点 i4 的直线 / 与 : y 轴的夹 

角为交 ：r 轴于点 5( 见图 4. 3). 已知 0 

在 [0 ， tt/4] 上均匀分布，求 AOAB 面积的 

数学期望 . 

解设随机变量 0 的概率密度是 

4/丌， 0<沒<丌/4， 

0 ，其它， 


/⑻ 


而面积 S 


a 


■ 


atan^ ， 是随机变量 @ 的函数，故 


£( 5 ) 


a 




4/4 4 

tan^ • —— d 沒 

0 丌 


2a 

丌 


2 


—lncos^) 


ff /4 


0 




ln2. 


例 21 随机变量 Z 与 F 相互独立，且都服从正态分布 

"02，/)，求£：[111 3 叉(叉，7)]与£：[1^11(又，10], 


解 


(1) 令 = 则 t ； 与 1/ 相互独立，且都服 


a 


a 


从脚， 1). 


max(X,y) = a + crmax((7 ， XO ， 
fuv(u 9 v)^^e- Ut2Wm . 
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所以 


£[ max ( f /, y > 


■ 2 


max(u ， v) • —e~ <M )/2 dudv 

z 兀 


丫 

vfiu^v 

vu 




)dudv-\- 


u — v<iO 




uf (u^v}dudv 


li — T/^O 


2 兀 




e 


J/2 du 


r+ 


v2/z dv 


ve 


u 


e 


v2/2 dv 






ue~ H /2 du 

v i 


丌 


r. 


e _w du 


丌 


故 


£[max(X,y)] = a + cr 



丌 


(2) 类似地，有 


min(X,y) ^a + aminCt/^y), 


E[_min(U ， V)] 


mm(u ， z；) 




00 J 

rr 


2 兀 


e ~^ 2 ^ n dudrj 


uf (u yv)dudv^~ 






vf (u^v)dudv 


u — v<^0 


JJ 

u — v^O 


2n 


r 


e 


V/Z dv 


V 


2 


ue 


K/2 du 


r+ 


e 


ti/2 du 


u 


2 


ve~ v /2 dv 


-1 


7t 




e— v dv — 






故 


E [ min ( X , y )] = ^ — tr 


7T 


例 22 bkl 丄…， N 中依次（不重复）取两个数，分别记为 X 
和 y ， 求 £( x + y ), 

解显然， x 和 y 相互独立且同分布，于是 


E(X+Y) = ZE(X) = 2 


1X ]V + 2X 7V H - ^ NX N 


2 x NiN ± X > =N ^ 


N 


2 
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例 23 设随机变量（又，7)服从 G= {(x，30 | {^^0, x 2 +y 
<1}}上的均匀分布.定义随机变量 t /， V 如下： 


u=< 


0 ， X<0, 

1， 0 <x<y, 

12, 


v 


o ， yyy , 


X <7 3 7, 



求的联合概率分布及 E ( UV ) 9 
P{UV = 0 }. 

由图 4. 4 知 

2/宂， ( x , y )^ G , 

0 , 其它， 

得 p{u = 0 y V = 0}=0, 

P { U = l , V ^ 0 }= 0 , 

P{t/=i,y=i}-p{o<x<y} = i/4 ? 


解 


/( 工， : y) 




尸 {C7 = 0 ， y=l}= 尸{又 <0} = 1/2, 


P{U = 2^V = 0}=P {X^ = 1 / 6 ， 

P{U^2,V=l}^P{Y^X< V^3"y}=-1/4-1/6= 1/12. 
所以 0/，10 的联合分布律为 



0 

1 

2 

0 

0 

0 

1/6 

1 

1/2 

1/4 

1/12 


于是 = i xi X 1/4 + 2 X 2 X 1/12 = 5/12, 

F { f / y =0} = l /6 + l /2 = 2/3. 

例24设随机变量 X 〜 AK ^， a 2 )， Y = e x 称为服从对数正态分 
市，求£00与 D < T ). 

解可以由 y 的密度函数 




a y 


0, 


: y >0. 


其它 
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直接求解，也可以由 X 的概率密度间接求解，即 


£(Y)=£(e x ) 




+ V - e — u i >2/ ( 2tf2 )cLr 

V — "一 

—— oo 



V 2^ 






• e -« 2 /2 dw = e ^, 2 /2 


e^ (ti ~ M)2/2 du 


/ 2 tc 


e ,+，々， 


£( y 2 ) = 


/2 


7 t ^ T J 


rv 


e 2 " • e 〜 w(2tf )dx 


V^r 


e 2 ( 伽 +p) • e -« z / 2 dw 


e 


2C/i+<r £ ) 




/2 ?r 


e -(«-2 d " dw = e 2(/^ )， 


所以 


D(Y)=ECY 2 )-iECY)'] 2 =e 2< ^ 2) ~e^ +ff2 =e 2 奸 (e tf2 — 1). 

例 25 掷两枚骰子，以 X 记第一枚骰子掷出的点数，以 7 记第 
二枚骰子掷出的点数，求 £：( x + io *£( xy ). 

解 x ， y 相互独 立且同 分布， 

P { X=k } = 1/6 9 6 = 1，2,…， 6， 

所以 £00=£：00 = 士(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = |， 

0 4 

£( X + Y )=2£：( X ) = 7, 

£( Xy ) = £( X ) E ( y )==49/4 = 12 . 25. 

例 26 卡车装运水泥，设每袋水泥的重量（单 位： kg ) X 服从 
7 V (50,2. 5 2 )，问 :最多 装多少袋水泥使总重量超过2000 kg 的概率 
大于 0.05? 

解 以兄表示第 / 袋水泥的重量 ，足相互独 立且同 分布， 

n 

X t 〜 Nd 2. 5 2 )，/ = 1，2,…，;2,则 w 袋水泥的总重量兄〜 

1=1 

NibQn.nVL 5) 2 )，问题化为求 


f 

尸 {X>2000} = 1 -P{X^2000 } = 1 - 少 


2000—50^2 
2. 5 


<0, 05, 


即要 


2000 — 50^ 
2. 5 VV 


<1. 645,解得 /i<39_ 48,故取 /z = 39- 
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这里，容易犯的错误是 y 〜 iV ( w ; u ，《 2 < T 2 ) ，这时求出 w = 36, 是不 
对的. 

例 27 设足， 不， …， 相互独立且同分布，兄 = 0} = 1— /> 
= q 1 P { X l = l}=p (0< 户 <1),以 X 记连续出现“1”或连续出现 
“0”的个数(称为游程），求 E ( X ). 

解 X 的可取值为1，2,…，《，则 

P { X = k } = pt = p k 9 J ^~ Q i P » 是==1，2,…， 


于是 


■V 

E(X) = ^kp k =^kp k q-\- y^jkq k p. 


k 


h 


k 


由级数知识知 


Sa =/>?( 


k — i 


汾― 1 


PQ 



pq 


k 


l—p \—q 


1， 




p 


k 


k \ i — pj k (i — py 


所以 


EiX)=pq{ + 


k 


= pq , pq = p \ i 一/ ? 

(1 — pY ( 1 — q ) 2 1 — P P 

例 28 某商场经销的一种商品的进货量 X 与顾客的需求量 y 

是相互独立的随机变量，都服从区间[10,20]上的均匀分布•设商 

店每售出一单位商品可获利润1000元，若需求量超过进货量，商 

店可到其它商店调剂，此时每单位商品可获利润500 元; 若进货量 

超过需求量，商场需削价处理，此时每单位商品亏损200 元. 求商 


场经营该种商品获利的期望值. 

解以 Z 记经营该种商品的利润值，则 

(1000y—200(X—7) = 12001"—200X, y<X ， 
2= / 

hooox+50o(y—X)=soo(X+y>, y>x. 


而的联合概率密度是 

(1/100, 10< X ^<20, 

f(jo,y) = 

I 0，其它- 
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所以 


，20 Cx C20 fy 

E(Z) = dx (I 2 y — 2x)d3；+ dy b(x^~y)dx 
J 10 J 10 J 10 J 10 

'20 C20 O 

= (4 工 2 + 20 工一 600)djr+ 5 ~^y z — 10^ — 50 

J 10 J 10 \ Z / 

= 19000/3 + 7500 = 13833.3 ( 元 ） • 

例 29 设在 《 次独立重复试验中，每次试验的成功率为户•又 
设随机变量 y 当成功偶数次时取0,成功奇数次时取1，求 £( y ) 和 
D ⑺ ■ 

解以 x 记《次独立重复试验中成功的次数，则 

P{X = k }= C k n p k q “，々 = 0， l ，〜， n . 

f { y =1 

= 去 [S c &v-*(-/>) v + 〔 

乙 *=i 

=+ [(/>+<?)"+ (/ >—?)”] = "^*[l +(1 _ 2/0”]. 

从而 

£(y) = 0XF{y=0} + lXF{y=l} = Y[l+(l-2/>) rt ], 

£( y 2 )= ox / My = o } 十 ixF { y = i }=+[ i +( i —2/0 n ]， 


}=^ r {^ ip { x ^ k }+ c - iyp { x = kn } 


所以 D(Y)=E(Y 2 )-lE(Y)J^jll-(l-2pn 

例 30 设某狩猎区内有 《 只狐狸，一共 r 次设若干个陷阱猎 
狐.若在每次猎取中，对每只尚未捕获的狐狸而言，它落入陷阱的 
概率都是/> (0<^<1)，求第 r 次设陷阱捕获狐狸的数学期望. 


则 



第 i 只狐狸在第 r 次捕获， 
其它， 


E(X i )=P{X t ^l} = (l-p) r ~ 1 p 


( Wjr -1 次未捕获，第 r 次被捕获）， 
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ecy)=e( ^]x t ) = n E(x t )=na-py" l p. 

t— l 

二、分布未知时，求数学期望与方差 

例31 —个有《把钥匙的人要开他的门，他随机而独立地试 
开.若其中只有一把钥匙能开门，试 求： 

(1) 把试开不成功的钥匙立即除去情形试开次数的数学期望 
与方差； 

(2) 把试开不成功的钥匙不除去情形试开次数的数学期望与 
方差. 

解 （1) 以 X 记试开的次数，可取值1，2，•_•，《• 表示前 

/一 1次没打开，第纟次才打开事件，所以 


p [X = i] = 


n—\ n—2 

- • - 

n n ——1 


n 


/ + ! 


n 


f + 2 n — / +1 


n 


n 




1 n(n + l ) 72 + 1 


_ 




n n 


£(X 2 ) 






n(/2 + l )(2 n + l ) (n 十 1) (2 /i + l ) 


故 


D ( X ) = E ( X 2 )- lE ( X )2 2 = 


n 2 — 1 
12 


(2) 以 Y 记试开的次数，则 Y 可取值1，2,…，〃， •'与 又可取 


值不同， { y = z } 表示前 z •—1次没打开，第 z 次才打开事件•所以 


P{Y = t] 


n — 1 


n 


n 


n 


1 




n 


E(X) = ^ 


n 


1- 


n 


i-l 


2> 


i _ _ 

n 


利用级数求和技巧（令 （ l - l / n ) =/>，如例2 7 )，可得£00 = 心 


类似地， 


£( X 2 ) = 2 n 2 - n , 


故 D (£)=£( X 2 ) - [ E ( X )] 2 -«( n - l ). 

例32某射手对一目标进行射击，直到击中为止.设每次射击 
的命中率为心求该射手射击次数的数学期望与方差. 
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解显然，以 X 记射击的次数时，尸 U = — (是 

几何分布，0</><1),令1 一 /)= g ， 有 

CO 

E ( X ) = ^ kpq k - l = -^±^ y 2 ^j (利用级数求和技巧） • 

类似地， = 

所以 D ( X )-£( X 2 ) - [£( X )] 2 = ^--p = ^. 

例33有100名战士参加实弹练习，设每名战士一次射击的 
命中率为0.8,规定每名战士至多射击4次，若已射中则不再射击. 

问：该 次练习，至少应准备多少发子弹？ 

解以 X ,表示第/名战士需用的子弹数，/_= 1，2,…， 100. X , 

100 100 

可取值为1，2,3,4，则所求为£00 = £( =2 £( ^>-因为 

/ — 1 r =1 

X , 相互独立且同分布，所以 

P{X t = l}=0. 8, P{Xi = 2}^0. 2 X 0. 8 = 0. 16, 

P{X t = 3} = Q. 2 Z X0. 8 = 0 - 032， 

P { X , = 4} = 0. 2 3 XO * 8 = 0. 008， 

故 E(Xi)=0. 8 + 2 X 0. 16 + 3 X 0. 032 + 4 X 0. 008=1 - 248* 

100 

于是 £( X ) = 2 £(X ^ = 100X1 - 248=124. 8， 

i=i 

即至少应准备 125 发子弹. 

例34 — 箱中有10只同型的配件，其中2只是次品.装配工在 
使用时任取1只，若是废品，则扔掉重取1只，直到取得正品为止. 

求在取得正品前，已取得次品数的数学期望 - 

解以 X 记取得正品前已取得的次品数，则 X 可取值为0，1， 

2,且 

=4， p ^ l } - ro x hb 

P{X = 2 }- f - 0 x } xi ^ 
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賴 价幻 =0+lx 昔 +2x ^ =t ， 

£(XO = 0 + 1X^ + 4X^ = ^, 


D ( X )=£( X 2 )-[£( X )] 2 = 


15 


2 


88 

405^ 


例 3 S 将 3 个球独立地随机地放人 4 个编号为 1，2,3,4 的盒 
子中去.以 X 表示其中至少有一个球的盒子的最小号码，求 


£( X ). 

解先用古典型概率方法求 x 的分布律.因为样本空间的基 
本事件数为 4 3 , X =1 含事件数为4 3 ~3 3 ， X =1 含事件数为3 3 -2 3 , 
X = 3 含事件数为2 3 — 1， X =4 含事件数为1，所以 

F{X=1} = ||， F{X=2}=~|, 

P{X = 3} = ^, P { X -4} = ~. 


于是 




1 100 25 

- -- 一. = —77 — ' -- 

64 64 16 


这里 X 的事件数是这样算出 来的： X =1 含的事件数是将 
3个球任意放人4个盒子的事件数4 3 减去任意放入除1号盒子的3 
个盒子的事件数 


例36设袋中装有编有号码为1，2,…， n 的球，第々号的有々 


个.现从中摸出一球，求所出现号码的数学期望. 


解以 X 记所摸得球的号码，则 


P{X=k] = 


_ k __ 2k 

1 + 2+_h+« n(n + l) 


是 =1 ， 2 ， ••• ， 


k^\ « 丁 k ^ x 


= 2 n(n + l)(2n + l) = 2n + l 

w(n + l) 6 3 

例 37 某地有 A 、 B 两队进行乒乓球比赛，规定一方先胜三 
盘，则比赛结束.设每场比赛 A 队获胜的概率 j & = 1/2, 以 X 记比赛 




的盘数，求 £( x ). 

解 因为 A 、 B 两队的胜率相等，所以只需讨论 A 队获胜的情 
形就可以了. X 的可能取值为3,4,5,求出 X 的分布律. 

P { X =3} = 2 X /) 3 = l /4, 
p{X = 4} = 2/) Cl 》 2 ( l —/0 =2 X 3/16 = 3/8， 

P{X = 5} = 2/ > C ^/> Z (1 -^) Z = 2 X 6 X 1/32 = 3/8, 

所以 £( X ) =3 X 1/4 + 4 X 3/8 + 5 X 3/8 = 33/8 (盘） . 

例 38 某产品的次品率为 0. 1,检验员每天检验4次，每次随 
机地取10件产品进行检验.如发现其中的次品数多于1，就去调整 
设备.以 X 表示1天中调整设备的次数，求£(又). 

解一 一般的方法是先求设备需要调整的概率.若以^记每 
次检验中发现的次品件数，则 Y 〜 B (10,0. 1). 当 Y >1 时，需调整 
设备.所以 

p { y > n = i - p { y < i } 

= 1-(1 —0. l ) lo - CloX 0. 1 X (1 —0. I ) 9 
= 1 — 0, 9 10 ~0. 9 9 = 0. 264. 

于是，； C 〜 5(4,0.264)， 从而 

£( X ) = 4 X 0. 264 = 1. 056 (次）， 

解二 技巧性较强的方法是利用数学期望的性质求解.设 
x — l 。， 第（次检验发现次品件数<1， 

，= ll , 第/次检验发现次品件数>1 ， 

4 

则；兄，而 

P{X = l } = l -0. 9 10 — CioXO ‘ 1 X 0. 9 9 = 0. 264， 

£( X ) = 0 X J P { X l - = 0} + lXP { X , = l }=0. 264， 

4 

所以 £(；O = ^2£(； C )=4 X{L 264 = ； L 056 ( 次） • 

f — 1 

这种方法经常用来求较复杂的但能分解为若干较简单的同分 
布的随机变量和的随机变量的数字特征. 

I 
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例 39 某机场的送客车一次载20名旅客自机场开出，沿途有 
10个停车点，若到达停车点无人下车则车不停.设每名旅客在各 
个停车点下车是等可能的，求送客车停车次数的数学期望. 

解利用上题解二的方法.设 
* |0,第〗个停车点无人下车， 

^ il , 第/个停车点有人下车， 

10 

/=1，2,…，10.送客车停车的总次 数叉=^]足， 则 

1=1 

/ Q \ 20 

尸 { 足=0}=尸{ 第纟个停车点无人 下车卜 ， 

/ Q \ 20 

兄=1}=户{ 第/个 停车点至少有一个下车} = 1— % * 

/ q ^ 20 「 Q V 20-| Q \ 20 

所以 ^ 0 = 0X (^) + ix [ i -(-) ]=卜(元)， 

10 10 「 q \ 20 -] 

E ( X )= e ( 2^) =2 £( ^ ) = 1 ° l - 1 Tn 784( 次) • 

t=i t=i L \ 1 / - 

需要提醒的是，在用该方法解题时，各兄应当是相互独立的， 
其独立性应易于确定. 

例 40 —袋中装有3个红球、5个白球，从中抽取4次，每次抽 
一球，以 X 记取到红球的次数.求： 

(1) 在放回抽样下, X 的分布律为尸 { X =々}，£(； Q 及 X 的最 

可能 取值； 

(2) 在无放回抽样下， X 的分布律为 = 

解 （1) 在放回抽样下，每次取到红球的概率为3/8,所以 
X 〜 B (4,3/8). 因此 

P { X =々}= dX (3/8/ X (5/8) 4 —' 是= 0，1，…，4， 

£( X ) = n /> = 4 X 3/8 = 3/2» 

X 的最可能取值为[砂 + />] = [3/2.+ 3/8] = [15/8] = l . 

(2) 在无放回抽样下，抽得红球的概率服从超几何分布 
f /(4,3,8)， 所以 
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P{X ^k)=C\C\- k /C\, A = 0 ， l ， 2,3 ， 

£(X) =mM/AT=4 X 3/8= 3/2. 

例 41 某城镇有 TV 辆汽车，车牌号的尾数从 1 到现在在街 
上随机地记下 n 辆车牌号的尾数，设其最大号码为； C ， 求 £：( X )( 只 
考虑放回抽样情形）. 

解先求岀 X 的概率分布.因为基本事件总数为有利事 
件数为 F — (々一1)”(又==是时,号码不大于々的有 K 种，号码不大于 
ik 一 1) 的有 (A — 1)” 种），所以 

P {x=k}=ik n ~(k~-irVN\ 

于是 

N . N 

E(X)=^kP{x=k}=~^kik n -(k-ir^ 

=点{1(1" — 0 n ) + 2(2 fl — r)H - hiV [^-( iV - l ) fl )]} 

= 穿 [1° + 2” + … + W-l)”— ，十 1 ] 



例 42 已知随机变量 X 的概率密度形式为 

' ax ， 0< Cx <2， 

fix 、 = 4 cj ： + 6， 

、0， 其它， 

且 £00 = 2,尸 { l < X <3} = 3/4 ，求： 

(1) a 、 b，c 的值； （2) £( y )=£( e x ). 



得 

由 

得 


⑴由1 


f ( x)dx 




0 


Ccx -\~ b)dxt 


2<3 + 6 c + 26= L 


n 


xaxdx -^ 




x { cx -\~ b } dx » 


8a/3 + 56c/3 十 66=2. 


• 207 • 




由 

得 

解方程组 


3/4 = F { l < X <3} 






广 3 


(cx 十 6)dx ， 




3/2 + 5 c /2+6=3/4 


「 2“ + 6 c + 26 = 1 ， 


a 


1/4, 


8 a /3 + 56 c /3 + 66 = 2， 得 b = 1, 


[3/2 + 5 c /2+6 = 3/4, 


U = —1/4, 


( 2 ) £( 7 )=£(e x ) 


x 

e • 


x 


dj ： + 


广 4 


0 


e 


x 




x 

1- T ; 


dx 




(e 2 3 -l) 2 . 


例 43 设 XmA ， …， X 是相互独立的随机变量，且有 

E(Xi) = 户， D(Xi)=a 2 y 纟 =1 ， 2 ， … ， w. 


n 


n 


记又=丄2兄， S 2 = — ^2(兄一叉) 2 ，验证： 

(1) E(X)=^,D(X) = £ 7 2 /n ； (2) 5 2 = ^r( Y；^ 

(3) E ( S 2 )= a 2 . 


n 


n 


解 (1) E ( X)=E ^2^* = ^ 


n 


D ( X)=D 


丄 IX 

n r—f 


n 


〉 ]£)(^,0 = — jncr 2 — 丄 cr 2 . 

n n 


n 


(2) 5 2 - — y ；( X , 2 - 2 X t X + X 2 ) 

n — 1 


n 


n 




n 


n 


'* X i = l (=1 


n 


点( ㉛ -科 


(3) £(5 2 )=£ 


n 




nX 2 
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籲 


nX 2 


户， 



= ^^ £ { 2^^— /^)] 2 } 

f =1 

p . y ~ nE \_(, x — fx ) z ^ 

= — ~( na 2 ~n • — = — (« —1 )cr 2 = cr 2 . 
n 一 1 \ n f n 一 1 

例 44 设随机变量 X 满足 

£[(X— 1) 2 ]=10 ， £[(X-2) Z ] = 6, 

求 £(X) 与 D(X). 

解 £[(X — 1) 2 ]=£( X 2 ) —2 £OO + l = 10 
-=^ E ( X 2 )-2£( X ) = 9, 

£[(X —2) 2 ] = £(X 2 ) —4E(X) 十 4 = 6 

=^£(X 2 )-4£(X) = 2 - 

解联立方程组得 £(又）= 7/2，£(；^) = 16. 于是 


D(X)=£(X 2 ) - [£(X)] 2 = 16-y = ^* 
例45已知随机变量 ( x ， y ) 的联合分布律为 



0 

1 

2 

0 

0. 10 

0. 25 

0. 15 

1 

0. 15 

0. 20 

0. 15 


求 : X 和 X+Y 的分布律， £( Z )= J ^ sin ^^^ . 
解 X 可取值 0， l ，2,； C +： r 可取值0，1，2,3,故 


X 

0 1 2 

X 十 y 

0 

1 2 3 

Pk 

0, 25 0- 45 0. 30 

Pk 

0. 10 

0.40 0* 35 0.15 


由 x + y 分布律得 


E\ sin 


n(X + Y) 1 


sin0 = sirnr = 0, sin —?r= 一 1 ， 

= 0X0. 10+1X0. 40+0X0. 35 十 （一 1)X0_ 15 
~ 0 . 25- 
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例 46 设随机变量 ( X ， y ) 的概率密度为 






U +2： yO ， 0< j ：<1 A < y <2, 




求 


解 


0， 其它， 

£(z)=£a:/y 3 十 x 2 y), 

利用随机变量函数的数学期望公式，有 


E(Z) 






'2 ri 
dy 

J 1 Jo 
'2 n 
dy 

J l Jo 


X 


^ -\-x y X — {x-^rZy^dx 

\ y * 


2 


x 


2 


2x 


+x 3 ：y 十 2 工 &: 


y y 


dx 


46 

63 


例 47 射手对目标连续射击，直到命中 m 次为止.设每次射击 
命中率为/>，求所用子弹数 x 的数学期望与方差. 

解 X 的可取值为 7 W ，7 W +1 ，….由于最后 一 次必然命中，故 

P {X = k } = C^-i p m 〜 'q k ~ m p ， 々 = m，m + lr-- 

(称 x 服从帕斯卡分布）. 

以兄记第 / — 1次命中至第/次命中所用子弹数，则 


m 


m 


m 


X=^X t , E(X) = ^E(X t ), D(X) = ^D(X i ). 


因为足服从几何分布，尸{兄=々}=^ _1 />，々=1，2, 

E(X i ) = l/p, DiXd^q/p 1 

(利用级数求和技巧，类似第一节例2和例 27). 




，所以 


于是 


EOO=m/p, D(X)=mq/p\ 


第二节其它数字特征 


主要内容 

1. 协方差与相关系数 
(1) 对于二维随机变量 ( x ， y )， 量 
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{£[ x -£( x )][ y -£( y )]} 

称为随机变量 x 与 y • 的协方差，记为 C ovOi ：， y )， 即 

cov(x,y>=£ ： {[x-£ ： (X)3[y-£(y)]}, 

(2) Pxr- y cov(X?Y) - … : 称为随机变量 x 与 y 的相关系数 • 

/DOO/D(Y) 

(3) 对于任意两个随机变量 x 和 y ， 有下列等式成立： 

D(x+y)=D(X)+D(y)+2cov(x,y), 


cov(X,Y)=E{XY)-E(X)E(Y). 

2. 协方差的性质 

⑴ cov(x,y)=cov(y,x ) ； 

(2) 对任意常数 < 2 ， 6 ,有 cov(aX ， 6y)=a6 • cov(X ,Y ) ; 

(3) cov(X 1 +X 2 ,y)=cov(X 1 ,7)+cov(X 2 ,y). 

3. 相关系数的两条重要性质 

(1) I Pxy I^ 1 称为正相关，作 y<^0 称为负相关 ) • 

(2) kxyhl ㈡ 存在常数 a ， 6, 使 = a + = l (t^xyl 

=1 称线性相 关 ). 

4. 矩 ( 原点矩与中心矩） 

设 x 和 y 是两个随机变量， 

(1) 若 £ ： ( ： ^) ，々 =1 ， 2 ，一存在，则称其为叉的々阶原点矩； 

(2) 若 £{[(X) —E( ； Q ： n ， 是 =1 ， 2,… 存在，则称其为 X 的走 

阶中心矩； 

(3) 若是 ，/ = 1 ， 2,… 存在，则称其为 X 和 y 的是+/阶 
混合矩； 

(4) 若 £{[ 叉一 ECXdy-EOOj} ， 6，/ = 1 ， 2 广 * 存在，则称 
其为 X 和 y 的々 +/ 阶混合中心矩 • 

5. 协方差矩阵 

n 维随机变量 … ， : 5C n ) 的二阶混合中心矩 
Cij = cov (X, , Xj ) =E{ [X — £(X)][Y" — E(Y )^\} 

若都存在 ，纟， j—l ， 2 ， … ， w ，则称矩阵 
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c n 

C 12 

… c u 

c = 

C 2\ 

4 

* 

C Z2 

• 

* 

… c Zn 

m 

* 


tt 

, C n\ 

* 

C n2 

■ 

» _ * f 

^ nn j 


为《 维随机变量 ， X 2 , …， _ X „) 的协方差矩阵.由于 j ； 
/， j = l ，2, …，《)，所以 C 是一个对称矩阵. 

疑难解析 


1. 协方差和相关系数反映了随机变霣 X 与 y 之间的什么样 
的关系？ 

答当给定两个随机变量 x 和 y 时，我们必然会考虑它们之间 

是否存在某种关系.如当相互独立时，有 

D(X-^Y) =D(X) +D(y); 

一般情况下， 

D ( x - hy )= D ( X )+ D ( y )+ 2 £{[ x -£( X )][ y -£( y )]}. 

因而量 £{[x—£QO][y—E(Y)]} 关 0 反映了不相互独立而 

存在某种相依关系的事实，将其定义为协方差. 

当 DOO ,1)00 不变时， 


Pxy^cov(X 9 Y)/1 /DOO yD(7)] 

反映了 x 和 y 联系的密切程度.时， x 和 y 之间存在线 
性关系 aX +6 y + c = o 的概率为1;而^^=0,只反映; r ， y 不存在线 

性关系，不排除其它的联系. 

2 . 两个随机变置相互独立与不相关有什么区别？怎样解释它 
们之间的联系？ 

答两个随机变量 x 与 y 相互独立与不相吴所反映的不是同 
一 种关系 . x 与 y 的独立性反映 x 与 y 之间不存在任何关系，而 x 
与 y •不相关只是就线性关系而言的.但当 （ x , f ) 服从二维正态分 
布时， x 和 y 相互独立与 x 和 y 不相关是等价的.详细地讨论，可 
• 212 • 



以 得出： 

(1) 若相互独立，则不相关.因为若相互独立, 
则 

EPCY ) = E ( X ) E ( Y) f 

从而 cov ( X f Y ) = E ( XY )- E ( X ) E ( Y ) = O f 

得 / O xy = 0, 所以不相关. 

(2) 若不相关，则 X ,7 不一定相互独立.如例7,由 
Os ：， y ) 的概率密度 

" 、— fi 八心 2 )， ^ 2 + y </? 2 , 

0,其它 

可算得 E ( X ) = E ( Y ) = 0 f £( X , y ) = 0, 

所以作与 Y 不相关.但 

fx(sr) = 2 VR z -x z /CnR 2 ), | 工 |< 只， 
f Y Cy) = 2 y^-y/C^ 2 ), \y\^R, 

而 / xCr )/ y ( 30 关 / u ， j0 , 所以 x 与 y 不相互独立（例 8 、例 9 也说 
明这一事实）. 

(3) 若相关，则 x 与 y 不相互独立.因为若; c ， y 相关，则 
户 灯关 0,即 C ov ( x ， y ) 关0,因而 £(; m —£(； Q £：( y ) 关0,所以 x 与 

r 不相互独立. 

(4) 若; c ， y 不相互独立， x 与 y 不一定不相关. 

方法、技巧与典型例题分析 

计算随机变量的其它数字特征的方法与计算随机变量的数学 
期望和方差的方法一样. 一 是依定义计算，但依定义计算时往往要 
先求随机变量的分布，这样使问题变得复杂;二是由随机变量与数 
宇特征之间的关系来计算，这样比较灵活，也比较简捷，但对概念 
的熟悉与技巧的熟练程度要求较高. 
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一、 其它数字特征的计算 

例 1 设 Z)(；O = 4 ， Z)Cr) = 9，pxy = 0, 6 ,则 D(3X-2Y) = 


解 D(3X-2Y)=D(3X)^DC2Y) 

-2pxvX2X3 VdCX) VdW) 

= 9X4 + 4X9-12X0. 6X2X3 
= 28. 8. 

例 2 已知随机变量 X 的方差1)(；0有限，设7 = «；4： + 6 
(a#0，a，6 为常数），则 (0；fy=( )• 

(A) 1; ⑻二 1; (CWk|; (D) |^xy|<l. 

解 选 (C). 因为 

E(XY)=ElX(aX^b)^aE(X 2 )+bE(X), 

cov(X,Y)=E(XY)-E(X^E(Y) 

= a£(X 2 ) 十 6£(X) — £(；0[a£：00+6] 

= aE(X 2 )-alE(X)l 2 = aD(X), 

而 D(Y)=a 2 DCX), / mT )= (a| /D(X)， 

_ aD{X) __ a 

所以 PXY ^\a\/mo 

例 < 若随机变量 X 与 Y 满足 2XX+Y)=D(X_y)， 则必有 

( ). 

(A) x 与 Y 相互 独立； （ b ) x 与 y 不 相关； 

( C ) D(y) = 0 ； (D) D(X)D(Y) = 0 . 

解 选 (B). 因为 

D(x+y)=Don+D(y)+2c 0V od )， 

D(X-Y)=D(X)+D(Y)-2cov(X,Y), 

所以由 ZKX+Y)=D(X —Y) 得 cov(X，y) = 0=^- 外 y = 0, 从而知 
x 与 y 不相关. 

例 4 设对随机变量有五 (：50 = 2 ， £( 叉 2 ) = 20，£00 = 3, 
E (V^ 2 ) = 34? Pxy = 0 * 5 ，求： 
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(1) £：(3 X + 2 y )， ZK 3 X 十 2 y ); 

(2) E{X-Y),D(X-Y). 

解 （1) £(3 X + 2 y )=3 五 ( X )+2 E ( T ) = 6 + 6 = 12, 
D(3X + 27) = 9D(X)+4D(y) + 2cov(X,y) 

= 9X (20 — 4) + 4X (34 — 9) 

+ 12X0. 5X4X5 = 364. 

( 2 ) £( X - y )=£( X )- E ( y ) = - l , 

D(x-y>=D(X)+D(y)-2cov(x,y) 

=(20-4)+ (34-9)-2X0. 5X4X5 = 21. 

例 S 设随机变量 ( x ,7) 的协方差矩阵为 

4 

C = 

. —3 

求 X 和 Y " 的相关系数 / Oxy . 

解由协方差矩阵知 

ZXX ) = 4 > Z )00 = 9, cov ( X ，10 = — 3， 



故 ^ xy =-3/(2 X 3) = - l /2 - 

例6设随机变量 ( m 在区域 D : x 2 + y </? 2 上服从均匀分 
布. a ) 问是否相互 独立； （2) 求的相关系数 
解 （1) 因为 

(1/( 说），： r 2 +y<CRS 

/u °H 0,其它， 


所以 


fx ( 工 ） 


Tti? 




x 


— WR 


Z 




x 


nR 


vR z — jc 2 ， 


0, 


| 工 |< 尺， 

其它. 


类似地， 



fy(y)=i nR2 


y R z — ~ y 2 ， 

0 , 


其它. 


显然， / x ( x )/ y ( 30 关 /( x , 3 ；)， 所以又与 y 不相互独立 • 
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2 r R ,_ 奇偶性 

(2) £( X ) = ^ x 0, £00 = 0， 

J -R 

同样 cov(x,y)=E(xy)=^ [[ xydxcb^o， 

r 2 -\-y 2 ^R 2 

所以 /^y = 0, 即不相关.由此可见，不相关不一定相互独立. 
例7设随机变量 X服从拉普拉斯分布，其概率密度为 

/(x) = -|~ e ~ l；rl > —oo<Cz< + oo, 

求：（1) E (\ X \) y D (\ X\)i 

(2) covOMXl) ，问： X与 |X| 是否相互独立？是否不相关? 

1 r+°° 偶 r+°° 

解 （ 1) £(m) = + \x\e' { ^dx— xe^dx 

u «j — co W 0 

=r( 2 ) = i ， 

i f+ … 偶 「 x 

E (\ X \ 2 ) = ^r Ui 2 e^' Ji dx— x 2 e'"dx-r(3) = 2, 

Z J —oo Jo 

故 D (\ X \)^ E (\ X \ 2 )-[ E (\ X\)J = 2 - 1 ^ 1 . 



故 cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y) = 0-1X0 = 0. 

所以， x 与 ixi 不相关 . 

对于 0<a<oo ， {|X|<dC{ ； i ： <a}. 由于尸 { |X|<a}>0, 
P{X<a}<l , 所以 


P{X<a}=P{ |X|<a}^P{ \X\<a}P{X<a). 
从而知 x 与 y 不相互独立 . 


籲 


例 8 已知随机变量 (x ， y ) 的分布律为 
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-1 

0 

1 

-1 

1/8 

1/8 

1/8 

0 

1/8 

0 

1/8 

1 

1/8 

1/8 

1/8 


试验证 x 与 y 不相关，但 x 与 y 不相互独立. 

证 £( X ) = -IX 3/8十 0 X 2/8 + IX 3/8 = 0， 

E ( X 2 ) = 1 X 3/8 + 0 X 2/8+1 X 378 = 3/4, 
D ( X )=£( X 2 ) - [£( X )] 2 -3/4, 

£( Y ) = 0， D ( y ) = 3/4 - 

而 £( X ,7) = 1/8-1/8- 1/8 +1/8 = 0, 

所以 cov ( X , Y )= E ( XY )- E ( X ) E ( Y ) = 0 , 

故作 y = 0, 即 X 与 Y 不相关. 

任取表中 Po , 如 / ) 11 = 1/8，而/>1， = 3/8，/>.1 = 3/8,显然户 11尹 
h L ，所以； i ： 与 Y 不相互独立. 

例 9 已知随机变量 X 〜 7 V (0， l)，y = X 3 , 求 X 与7的相关系 


数* 


解由上节例19知，若 X 〜 AK 0，1)， 则 


E(X k ) 


(k — 1) J 

0 , 


6为偶数， 
々为奇数. 


所以 


E(X) = 0 ， ZXX) = 1 ， 

£00=0 ， £(y 2 )=E(X 6 ) = 15, D(y) = 15. 

cov ( X , y )= E ( Xy )- E ( X )£：( y )= E ( X 4 )-0=3, 


所以 


PxY 


cov(X,Y) 


/Is* 


/DUo/mT) ix /Is 5 

例 10 已知随机变量 xu ， 证明： 
D ( X + y + Z )= D ( X )+ D (7)+ D ( Z )+2 cov ( X , y ) 


+ 2 co v (X » Z ) + 2 cov ( y ， Z ). 
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证由方差定义展开上式可得 
D{X+Y+Z) 

= £{[(X+y 十 Z) —£(X+Y+Z)] 2 } 

=£{[ X -£( X )] + [ y - E ( y )] + [ Z -£( Z )] 2 } 

= £{[ X -£：( X )] 2 }+£{[ y -£( y )] 2 }+ E {[ Z -£( Z )] 2 } 

+ 2£{[ X -£( X )][ y -£( Y )]} 

+ 2£{[X-£(X)][Z-£(Z)]} 

+ 2 £{[ y -£( y )][ Z -£( Z )]} 

= D(X)+D(y)+D(Z) + 2cov(X,y) 

+ 2cov(X ， Z) +2cov(y jZ). 

例 11 已知随机变量 ( X ， y ， Z ) 的协方差矩阵 

f 9 1 -2， 

C= 1 20 3 ， 

.-2 3 12, 

2y+5z ， z 1 =y-z ， *( ； s ： 1 ， y 1 ， z i ) 

的协方差矩阵. 

解由协方差矩阵知，1)(；0 = 9，£)(>0 = 20,£)(2)-=12, 
cov ( X ， y ) = l ， cov ( X ， Z ) = —2， cov ( Y ， Z ) = 3, 利用上题结论和协 

方差运算性质，得 

D(X 1 ) = 4D(X) + 9D(Y)+D(Z) + 12cov(X,y) 

+ 4cov(X,Z) + 6cov(y,Z) 

= 36 + 180+12 + 12-8 + 18 = 250 ， 
D(Y l )=D(X)-hW(Y) + 25D(Z) 

+ (-4)cov(X,y) + 10cov(X,Z) 
4"C-20)cov(7,Z)=305. 

D(Z 1 ) = D(y)+D(Z)-2cov(y ， Z) = 26 ， 

cov(Xi ，D =cov(2X 十 3Y 十 Z，X — 2Y +5Z) = — 26* 

同理 cov(Xx ， Zi) =48， covCYi ^Z l ) = —76, 
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250 

— 26 

48 

-26 

305 

-76 

48 

— 76 

26 




,7^20 的 协方差矩阵为 


例 12 设随机变量 (X ， Y ) 的概率密度为 

1 1, j：y 1<文，0<工<1， 

其它， 

求：（ 1) 八 0r) ， A(30; (2) £(X),£ ： (y),D(X),D(y )； 

(3) cov(XD. 

解 （ 1) 为了易于分析积分区域，画出 / 

Cr ，： y ) 不为零的区域图形（见图 4. 5). 

当时， 


f* 


f 


X 


\Ay = 2x j 




X 



所以 fx(x) 

当 0< ： y<l 时， 




2 工， 0< 工 <1 ， 

0 ， 其它； 


图 4. 5 


friy) 


ldx= 1 — y m f 


y 


当一 l< ： y<0 时， /y (: v) = 


ldx= 1 + ^- 


y 


所以 


fr(y) 


1— l：y 1 ，一 ， 

其它 • 


0, 

ri 


£(X) = 


£(X 2 ) = 


x 


X 2xdx 


0 


X 


X 2xdx 


mf 


0 


广 1 


E(Y) = 


奇 


(1— 1^1 )dy 0, 




£(7 2 ) = 2 




0 


y z (l—y)dy=-^ 


所以 


D(X) = 去一 


E(XY) 


18^ 


D ⑺ = 士， 




dx 




X 


xy 


奇 0, 


X 



故 cov ( x , y )=£( x )£( y )= o , 

例 13 已知 X 〜 AKl ，3 2 )，y 〜 iVCOj 2 )，/?；^^ 一 1/2，对2 = 
X /3 + 172 ，求： 

(1) £(Z) 和 ZKZ); (2) pxzi (3) 叉， 2 的独立性 . 

解 （1) 由已给分布知 

E(X) = 1 ， D(X) = 9 ， £(7)=0, D(Y) = 16, 


所以 


£(Z) = 4£00 十士 £00 = 4 + 0 = 


D(Z) = ^D(X) + 4D(7) + 2X^X^cov(X,y) 


3 


1 + 4 十了 


X 4 X 3 


(2) cov(X ^2) =cov 


X, 




■ 2 


cov(X,X)+^cov(X,y) 


-^rD(X) 


所以 


+ 音 


pxz^O. 


2 


X 3 X 4 —3 — 3 = 0 , 


(3) 因为2 =誓+ |，所以 Z 也是正态分布.对于正态分布，不 

相关与相互独立等价，故由 & z = 0 知，相互独立. 

例14 设二维随机变量 ( X ， Y ) 〜7^(0,0,4,4，户），其中4关 
< A . 又设兄=叉。05« + 1^110：，又 2 =— Xsina + Ycosa ， 问 ：何时 不与 
x 2 不相关 ，且不 与又 2 相互独立？ 

解因为(兄，又 2 )是 ( m 的线性变换，所以(不，义 2 )仍然是 
二维正态随机变量，若与叉 2 不相关，兄与叉 2 必然相互独立. 


£(X 1 )=£(X 2 ) = 0, 

cov(Xi ,X 2 ) =£[(Xcosa+Ysina) ( — Xsina+ycosa)] — 0 

=E[ — X 2 sinacosa-\-Y 2 sinacosa-\- XY (cos 2 cr — sin 2 a)] 
=(al — <j 2 )sinacosa-\-p<j l (j 2 (cos 2 a —— sin 2 a). 

若尤 与不相关，则 COV (兄，不 ）= 0 .从而有 
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tan2a 


2sinacosa Zpc Y a : 


cos 2 a —sin 2 a a\ — aY 


此时 ，尤与足 不相关 ，且尤 与/ 2 相互独立, 
例 is 设随机变量 ( ir ， y ) 的概率密度为 


/( x ，： V ) 


2-Jo — y, 0<u<l ， 

0, 其它， 

求 Od ) 的协方差矩阵和相关矩阵. 


解 E ( x ) 


= 1 da: 

0 ^ 


0 


x(2 — x — y)dy 


E(X 2 )= [ dx f x z {2 — x — 3 ； )dj ； 

Jo Jo 


合 ， £(y ) = 垚， 


E(Y 2 ) = 


D(X)=E(X 2 )-lE(X)J = 


4 


12j 




11 

144 ? 


D(Y) 




11 

144 


£(XY) = [ dx [ xy(2 — jo — y)dy 

Jo Jo 


cov(X,y)=£(X,y)-E(X)£(Y) 


12 


144 


PXY 


PXX = pYY~ 1 J 

co V (x,y) 


/D{X) VD(Y) 


ir 


所以协方差矩阵 c 与相关系数矩阵 p 分别为 


c= 


f 11 

1 1 


1 

1 1 

144 

_ 144 

, P= 

丄 

11 

1 

11 


1 

I 

1 144 

144] 


,11 

1 


z 


例 16 设 X 和 y 都是标准化随机变量，作 y = l /2, 令乙 
bX ，试确定 <2的值，使 Z)(Zi ) = /)(之2) = 1，且 & 与之2 


不相关. 

解因为都是标准化随机变量，即 

E(X) = 0, £00=0 ， D(X) = 1, D(Y)^l. 


又外 y = 1/2,于是 


# 
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D ( Z 1 )= D ( aX )= a 2 D ( X )= a 2 , 

D(Z 2 )=D(bX+cY)=b 2 D(X)^c 2 DCY)-\-2Xl/2XbcXlXl 

=6 2 + c 2 +&， 


cov(X,Y) —pxr vD(X) \/ D(Y) = 1/2, 
cov(Zi ,Z 2 ) =cov(aX f bX-\~cY) 

= abcov(X ,X) +^ccov(X,Y) =ab 七 bell ， 


a 


士 1 ， 


a 2 = l ， 

建立方程组 > 2 + c 2 + & = l ， 解得扣 =±1// T ， 


< 2 厶 + 6 r /2 = 0 . 


例 17 设足，不 ，…， l 


m 


(n>m) 是相互独立且同分布、而 


且方差存在的随机变量，又令 y = 不十叉 2 +…+尤，及 +1 + 

^5^ + 2 + … +X m + „ ，求 pY 2 * 

解为简单计，不妨设 


ECXi ) = 0 j ECXf ) = l , 〖 = l ，2 ，*"，m + n ， 

则 cov(T ， Z) =£^[( 兄 + 义 2 +… +Xi) ( 1 + 1 + 又斜 2 + … +L+J] 

=£[^^ +1 + 叉 ^ +2 十 … 

1)00 = £ ： ( 幻 + 幻 +…+ 疋 )= 打， 

ZXZ ) = _£ ( XL+i + Xi +2 + …+=«， 

故 cover 2 ) _ = ^ =1 _^ 

/ TkyT / d ( Z ) n n 

例 18 设兄，又 2 ，…， X 2 „ 的数学期望为零，方差为1，且任何两 
个随机变量的相关系数为 A 令 …十兄 
-^ n +2 -( -…十 ， 求 PYZ- 

解 

COv(y ,Z) = £[( 叉 1+ 叉 2+…+ 足 , ） (X rt + 1 + X，』+ 2+ … +X 2 «)] 


= n 2 p . 

DOO =E(Xi 十 X 2 + … ^rXnY 

= EOH + ；^ + … +X9+2 XI 
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= n J t2C 2 n p — n-\~n{n —— 1 )/> : = : n[H- in —— 1 )^]， 
D{Z) =n-\-n{n — l)^ = /?[l + (n 一 1) 户 ]- 


所以 


Prz 


cov(y , z ) 


np 


例 19 


/dcF) i+( 打 一 i)〆 

设随机变量 (X ， Y ) 的概率密度为 






kcos(x-\-y ), 
0, 


丌 /2 ， 一丌 /2<： v <0 ， 

其它， 


求 £(X) ， £(y) ,cov(x,y) , PxY 

解由 


r. 


J 


ooj 


r. 


f(xyy)dxdy 




rn /2 


dx 


0 


n 


0 


it /2 


kcos(x-hy)dy=2k — l 


得 

所以 E(X) 


々 = 1/2, 


r «/2 




ro 


xdjo 




0 


sf 


— ff /2 


cos(x^\~y)dy= — 0. 785, 


rn 


D(X) 




x 


i 


d ^: 


0 


r> 


0 


-)f/2 


cos{jo-\- y)dy — [£(X)] 2 = 0* 188_ 


类似地， 


E(Y) 






0. 785 ， D(Y) = 0. 188- 


E(XY) 


r ^/2 


xdx 


ro 




o 




— n /2 


ycos (jr+jy)djy = — 0. 663, 


故 


cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y) 


PXY 


一 0. 663+(0, 785) 
cov ( X , y ) = 

VmX ) ^/ D ( Y )~ 


0. 046, 


0, 244. 


例 20 设随机变量 X 〜 t/[0,2] ， 求 X 与 |X —1 | 的相关系数与 


协方差矩阵 C. 


解因为 


/ x (^) 




1/2，0«2， 

0 ，其它， 

所以 E(X) = (2 + 0)/2 = l, D(X) = (2-0) 2 /12 = l/3, 


£(|X-lj) 


n 


0 


X 


-lid 


X 


(1 — :r)dx+ 


0 




n 


(x — 1 )djr 
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—( I —1) 


+ (x—1) 


0 


2 ， 


D(\X-1\)=E[(X-1)^-[E(\X-1\) 






而 £[ X | X -1|] = ^ x \ x - l\dx 


j 


0 


0 


u2 _, )dx+ _ 


广 2 


{x 2 — x)dx 


2 


所以 

于是 


cov ( X ，| X - lt ) 


Rx |x-i 


2 2 
cov(X j I X — 11) 


()• 


协方差矩阵 


VDOO ^D(\x-l\) 

0 

c 


0, 


12\0 1 

例 21 设随机变量 X 的分布律为 


X 

-2 

—1 

1 

2 

Pk 

1/4 

1/4 

1/4 

1/4 


验证 X 2 与 X 不相关， X 3 与 Z 相关， 
证 X 2 ， X 3 ， X 4 的分布律分别为 


X 2 

X 

4 

X 5 

_ 8 _ 1 1 8 

i 

X 4 

1 

16 

Pk 

1/2 

1/2 

Pk 

1/4 1/4 1/4 1/4 

Pk 

1/2 

1/2 


于是 £( X ) = 0, £( X 2 ) = 5/2, £( X 3 ) = 0, £( X 4 ) = 17/2, 

cov(X,X 2 )=£(X 3 ) - £(X)£(X 2 ) = 0=^^x 2 = 0, 
coviX 9 X z )=E(X A )-E(X)E(X 3 ) = 17 / 2=^pxx^O. 

所以 X 与 X 2 不相关，叉与 X 3 相关. 

例22设随机变量 ( X ， Y ) 的概率密度为 


/( I ，： v ) 


siaxsiny ， O^x, ：v< 丌， 




0, 


其它， 
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求 £(X，Y)，Z)(m 及 Pxy. 


解 


sirursirvydjy = *^sinx ，知 


fx(x) 


— sinx , 0^ x ^7 ir , 

2 ' fr(y) 


siny 9 0«tt ， 


0, 


其它， 


0, 


其它. 


显然，有八(1)/7(30=/(1，30，所以/，5"相互独立，^^ = 0. 


E(X) 


吾 sinxdx = 爷，£(7)= ^-sinydy=^- 

o L 6 J o Z Z 


E(X 2 ) = 


TC^ Jr 2 

—sinjodx = ~ 2 ~^^ E{Y z ) = — — 2^ 


D ( X )=£( X 2 ) - [£( X )] 2 = ^-2, D ( Y ) = ^-2. 


所以 £(x,y> 


丌 7T 


， D(X,Y) 


丌 丌 

_o_o 

乙 > 乙 

4 4 


例 23 设随机变量 X 〜" [0,2 tc ]， 概率密度 


fxU ) 


1/(2 丌）， 0< x <2 丌， 

0， 其它. 


令 Y=sinX，Z = sinCr+a)，<a6 [0,2兀]为常数. 

(1) 求^^ (2) 讨论7和 Z 的相关性与独立性. 


解 


£( 7 ) 


sinxX-d^ = 0, 


E(Z) 


sin(x + a 


0 


)x h 


d:r = 0, 


E(Y 2 ) = sin 2 x —djo = — ( 1 — cos2x)djo = — 

Jo 2tt 4 nJ 0 2 

C2^ 1 1 /*2« 

£(Z 2 ) = sin 2 ( jc + a ) —djc — ~ [1 — cos2(：r + t 2 )]dr = 

Jo 2 兀 4 丌 Jo 

所以 D(y)=£(y 2 )-[£(y)] 2 =i/2, dcz) = i/2. 


E(YZ) 




， 2! 

Jo 


sinxsin(x + 


a>> h 


dx 


4 ^r 


" 2 i 

Jo 


cos<3 — cos (2工 + <2 ) ldx = —cosa 

2 
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故 


cov(y,Z) = £(yZ)-0 = ^cosa, 


cov(Y ， Z) 

Pyz = -- ~ - = cosa . 

/Den / mz ) 

讨论：当 <2 == 0 ， TT ， 2? t 时， I /5 yz I — 1 与 z 是否存在线性关系? 
当 a = 0 ， 2 tt 时， 

pYz — l 9 sin(X-ha) =sinX (Z~Y )； 

当 a = 7 r 时， 

Pyz =~lj sin(X^a) — —sinX (Z— — Y). 


当《 时， / v z = 0, Y 与 Z 不 相关. 但 y 与 Z 不相互独立，因 

为 F 与 Z 有以下关系 

y 2 +Z 2 = sin 2 (A r +a) + sin 2 X=cos 2 ^+sin 2 X=l. 

例 24 —个工人照看 n 台机床.设 n 台机床排成一行，相邻两 
台机床的间距为 a ， 求该工人从已照看机床到待照看的下一台的机 
床间的行走距离的数学期望. 

解将机床顺次编号为1，2,，设工人已照看的机床为第々 
台，每台机床需照看的概率相同，均为工人需走的距离为 

n 

d k i — { 

\(i-k)a, k<i ， 


所以 


k n 

E(d ki \k) = — \^^(k — z)a-\- 2 (i — k)a 

71 t=l i = Jt+\ 


k—\ 


k 


i ( I >+ 2 >) 

«— 0 v =1 


~^[_2k z — 2(n + l)々 + ?t(rt + l)], 
2 n 

故工人在各车床间行走距离的期望值为 

n 

E(d) =E^Eidki I 走 )]= ^jP(k)E[_dki | 々 ] 




—是 2 — 2( w + l )^+«(« _ 1)] 

*=1 

= ( n 2 — 1 ). 

3n 

二、关于数字特征的证明题 

数字特征的证明题，反映了数字特征的特性、数字特征之间的 
相互关系以及一些可以作为公式应用或推广的结论.在做证明题 
时，首先要求读者对数字特征的概念和性质十分熟悉，其次要熟谙 
多种证题的技巧.做证明题常用的技巧有：（1)寻找不同概念之间 
的联系，由联系人手，步步推进； （2) 用“拆拼”项的手段，将原来的 
项组合成新项，完成证明； （3) 由于数字特征由级数和积分计算，因 
此要善于用级数求和与积分求积的技巧来 证明； （4) 利用对称性、 
独立性、奇偶性、互逆性证明. 

在做证明题时最重要还是要有开阔的思路，只有进行广泛的 
联想，才能灵活地运用技巧，所以读者必须学会多看、多想、多实 

践 • 

例25设随机变量 X 的概率密度为 

/U)=^7X m e- x (x>0，m 为正整数）， 

771 I 

证明： £(X)=D(X) = m + l. 

证这是一道利用计算结果来证的证明题，关键是运用了 r 
函数的性质 

r(m + l)=f = 

J 0 

因为 £(X) = ^7 x # x m e~ Jc dx = — (in J r\) ! =m + l ， 

E(X 2 ) — ^ - x z x m e~ x diX = ^ L -im J r2 > >! = (m + 2) (7W + 1 ) ， 

w!Jo rn\ 

所以 D ( X ) = E ( X z )- lEiX)J 

=(m 十 2) (m + 1) — (m+ l) 2 
=m + 1 = -E(X)- 
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例 26 设随机变量 X 的 £( X )， DOO 均存在，且 D ( X ) 不等于 

零，标准化随机变量为证明随机变量 y 〜 N (0，1). 

/DOO 

证利用数学期望与方差的性质来证. 


E(Y) = E 


X-E(X) 


VDUO 


/ D { X ) 


£[ X -£( X )] 


D(Y)=D 


VDOC) 
(X-E(X) 


[£00— E ( X )] = 0, 


/DUO I 




D(X) 


D [ X -£( X )] ( EOO 是常数) 


D ( X ) 

所以， y 〜 w(o ， i). 

例 27 设 X 为取值于 U ，6) 的连续型随机变量.证明 

(1) a^ECX^b; (2) D(X)<(6-a) 2 /4. 

证 （1) 因为在 ( a ，6) 内， / Or ) 美0,所以 


EOO = 




xf ix)dx^a 


Cb 


a 


/(j：)dx = a X 1 =a 


a 


n? 


EGO 




xf (x)djc^b 


■/ 


a 


、b 


f(x)dx = bXl—b^ 


a 


于是 




(2) 由 得 


b — a / Tr a -{-b - - a+6 b — a 

-- = ^ — 


即 


X - 


CL~\~b 


2 


< 


b —— a 


E 


X— 


a-\-b 

~ 2 T 


< 


\b—a 


2 


于是 D(X)=^E{[_X-E(X)J} 


E 




E 


<E 


X — 十「宇— £(X)- 

2 ]_ [ 爭 - ⑽ 


X- 


u~\^b 


a +6 


2 



(b-a) 
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例 28 设 X 为取非负整数值的随机变量.证 明： 

co 

EOO = ^ P { X > n 、, 

« — 1 

证利用级数交换和号的技巧，则 

OO CJO k 

E ( X ) = ^ kP{X = k } = ^^ P { X = k } 

A ~ 1 ^ = 1 n=\ 

OO CO CO 

= y ^ t y ^ t p { x ^= k }= y ^ J p { x ^ n }. 

它提供了一个计算数学期望的公式. 

如果不用这一技巧，可以这样 证明： 

f i P { X > n }^±± P{X = k } 

« = 1 n = 1 k — n 

= P { X =1}+ P { X =2}+ F{X = 3} 十… 

+ F{X = 2}+ 尸 {X = 3} + … 

+ P{X = 3} + … 

+ … 

= P { X =1}+2 P{X = 2}+3 P { X =3} + - 


文 kP{X = k}=EOO, 


k 


显然要麻烦得多. 


例 29 设 X 是取非负整数值的随机变量.证 明： 

， OO 

D(X)=2^nP{X^n}-E(X)lE(X)^l^ 


n 


证如同例29,利用级数交换和号的技巧，有 

OO OO oo 

^(2n-l)P{X^n}^^(2n-l)^P{X==k 




n = \ 


k = rt 


^y^ t P {X = k} ^](2n—1) 


n 


^k 2 P{X=k}=E(X 2 ) 9 


k 


m 
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利用例 29 的结果，得 


oo w 一 

2 (Zn — DPiX^nj — Z^jnPiX^n}- {X^n} 

,1 二 1 rt=l «=1 

OO 

= 2^1n 尸 U>n}=EOO_ 

所以 D(X)=£(X 2 ) - [£(X) 2 ] 

oo 

= 2 〉 : ” 尸 {X^n }* — E (X) — [£(X)] 2 

= 1 

oo 

= 2 ^ nP { X ^ n }- E ( X ') lE ( X ') + ll . 

n — 1 

例 30 设随机变量 X 〜 e ( A ) ，证明 ：使 £[ jX — Cj ] 取得最小值 


的常数 C = jln 2, 且 C 满足 


P{X<C}=F{X>C} = l/2. 

作函数 〆 0==£[|又一 C |]， 因为 

Ae _Ax , 

0，其它， 


fix) 


r 


所以 £[iX-C|] = 




c 


广 + 


A(C — x)e~ Xx dx^r 


ACr — CH 


h/ 


C 


c 




2e 




A 


求导得 


qi (C) = 1 —2e 


)C 


^( C ) = 2 Ae 


AC 


1 

令 〆 （ C)=0=>C=+ln2 为驻点，又 /(0>0, 故在 C = yin2 时， 
p ( C )=£：[| X — Cl ] 为极小值（即最小值)点.求出最小值为 "^ ln 2. 


rc 


F{X<C} 


j 


Ae _ AT djc = : 1 — e 


-M ： 


0 


当 C = ~^ ln 2 时，尸 { X ^ C 从而 


P{X^C) = P{X^C) = l/2. 

般，把使的点 * x = C 称为 X 的中位数. 




230 





—般可证，使 £[|X-C|] 达到最小值的(：即为中位数. 

例31设随机变量 X的密度函数为 /U)， 若对于常数 C, 有 

/(C+x) =/(C — x) * : r〉0 

且 £(X) 存在， 证明： £(X)=C. 


证要用积分技巧来证 * 因为 


E ( X ) 




xf (x)dx 


♦ t = x—C 




( C +0/( C+?)ck 


r. 


C/(C + OcU+ tf(C+t)dt 9 


而 


广 +°° 令 

CfCC + Odt -~— 


ro 


tf(C+t)dt 


ro 


/(w)dw=CX 1 =C, 


^/(C-i)di (由题设) 


令 w 


ro 


uf (C~hw)dw 




uf (C+w)dw ? 




0 


所以 






ro 




(C+^ )di + tf (C+i)df = 0, 




0 


E(X)=C+0=C. 


例 32 设随机变量 X 有 E ( X )= m ，DOO =a 2 ，且7=芨(；0,证 


明： 


E(Y)^g(ju)-h^-g rr i/x)a 2 , D(Y)^lg l (>)]V ， 


其中〆 X) 在 •!：=" 处的二阶导数存在. 

证 ^ Y = g { X ) ttX = ju 处展开为二阶泰勒公式 

Y=g(/^)-\-g' i^iX—fji) +-^'g" ,, C^) iX— ^) 2 R Z (X ), 

舍去余项 i? 2 00 ，对上式两边取期望，得 

£OO^^(a0 + ^W)£[(X—aO z ]=^(//) + ^W), 
将7=#00在 X = P 处展开为一阶泰勒公式 

7 = 发(户） +〆 （卢）（又 一 "） +尺1 (又） ， 

舍去余项及 AX)， 对上式两边取方差，得 


參 
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D ⑺〜 |»)] 2 DOO = [y(/0]V. 

例 33 证明 ：若随 机变量 X 有 £(X 2 ) 存在，则 £(；Q 也 存在. 
证因为对随机变量X，利用不等式性质，由 

(iX|+l) 2 >0, 

得 0<|X|<j(X 2 + l)， 

所以 £( m )<+£(X 2 + l) = ^：(X 2 ) 十 l< + oo, 

故存在. 


例34设X为随机变量， C 为任意常数，且 C 关 £(X)， 证明 


D(X)<£[(X-C) 2 ]. 

证用组合的技巧，得 

D(X)=£{[X-£：(X)] Z }=£{[(X-C)-£：(X)-C] 2 } 
-£[(X-C) 2 ]-[E(X)-C]S 
移项 D(X) + [£(X)-C] 2 = £：[(X-C) 2 ], 

所以 DOO<£[(X-C) 2 ]. 


例 3S 设随机变量; i： 与 Y 相互独立且同分布，令 t/=X+y, 
y, 证明: f/，F 必然不 相关. 

证只需求 = 可转化为求 cov(/7 ，7) = 0. 
cov(U ,V) = E(UV)-E(U)E(V) 


=£[(x+y)(x-y)]-E(x+y)£(x-y> 
= £(X 2 )-£(y 2 )-[£(X)] 2 + [£(y )] 2 
= D(X)-D(y) = 0, 

故 A； v = 0，t/ 与 1/ 不相关. 

例36设随机变量 x 与 y 相互独立且同分布，令 

坪，其中 a ，y3 为常数，证 明： 

a 2 — /? 2 

证因为 x 与 y 相互独立且同分布，所以 

£(X)=£(y)=^, DiX)=D(Y)=a\ 
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于是 £(t/)=£：(aX + /?y) = (a +/?)^； = 

D(U) = D(ctX 十 j3Y) = (a 2 + /3 2 )a 2 ， D(V) = (a 2 + /3 2 )a 2 , 


从而 

cov(U,V)=E[(aX+/3Y)(aX-j3Y)]-E(aX+/3Y)E(aX-/3Y) 


得 


= a 2 D(X)-/3 2 D(Y) = (a z -/3 2 )<7 2 , 

__ (a 2 — /3 2 )cr 2 _ a l — (3 2 

Ca 2 -\-^) a 2 == ^ TW 2 ' 


显然，当 | a | = | 列时， f / 与 V 不相关.例 35 为本例的特例. 
例37设随机变量 x 和 y 相互独立， 证明： 

D(Xy)=D(X)D(Y) + [£(X)] 2 D(Y) + [£(Y 2 )]£)(X). 


证因为 x 与 y 相互独立，所以 

E(XY)=E(X)EiY), EdX 2 Y z )-=E(X 2 )E(Y 2 ), 

D(XY)^E(X 2 Y 2 )~ [£(XY )] 2 

=E(X 2 )E(Y 2 )-lE(X)JlE(Y)J 
= {D(X)+[£(X)] 2 }£(y 2 )-[£(X)] 2 C£ ： (y )] 2 

=D(X)£(y 2 ) + [£(x>] 2 £(y 2 )-[£ ： (X)] 2 [£ ： (y)] z 

=D(X)E(Y 2 ) + lECX)y{E(Y 2 )-[EmJ} 

=D(X)E(y z ) + [£(X)] 2 D(y) 
=D(X)D(7)+/XX)[E(y)T + [£(X)] 2 D(y). 

其中多次利用了随机变量方差与数学期望的关系式 

D(X)=E(X z )-lE(X)J. 

例38设 X 和7为两个随机变量， £：( X)=£OO = 0， D(；O = 
DOO = 1 ，/Oxy = COV ( X ， Y ) ，证明： 


£[ max ( n 2 )]<l + v \ — p z * 

证与上例相同，利用数学期望与方差的关系式，特别利用了 

£(; o = o ，£( y )= o ，£( x + y )= o . 

£[max(X 2 ,y 2 )] 

=£ 「去 o ： 2 + r + im ) 

• Ld - 
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= ^[£( x 2 )+£：( r 2 )+£：| x 2 - y 2 |] 


= y [ D ( X )+ D ( y ) + £(| x + y | | x - y |)] 

<y[D(X)+D(7)+ VD{X) + D ( y ) + 2cov(X ； y) 




/D (X) + D (y ) - 2co V (X, 7) 


= y[ J D(X) + D(y) + V / D(X)+D(y)+2 l ov / J D(X)£>(?y 

• VD ( X ) H - D ( y )-2 j 0 v / S ( X ) J D ( y )_ 

9 [ 1 + 1 + y (i+1+ 2p 、 (i+1—2py 


1+ \/ l — 〆 ， 


即 E[max(X 2 ? y 2 )]<l + Vl-^ ( 式中， /> 即 |^ 灯 ）. 

例 39 设不，又 2 ,…，; C 是相互独立的随机变量， D (兄） = a ?. 


n 


n 


a t ( z . = l ，2，•••，《) 为常数，且 1> = 1. 证 明：使 达到最 


小值的 a ，为 










1，2， … ，”. 


证，…，的独立性知 


n 


n 


D ( ctjXi ) = ^ i aW ( X i )= f ( ai ， or 2 ，."， a rt )‘ 


71 


现求函数 /( A ， a 2 ，…， a ) 在约束条件^；印=1下的条件极值•建立 

1=1 

拉格朗日函数 


n 


n 


L= y / g z ? cr? + A( 2 a ，- — 1 ) ， 


由 


dot , 


= 2 乂 戊？ + A = 0 ， 


n 


S % _1=0 , 




234 




得 



A 




- i /2 



所以，当 ^ = 4/2 b “ = 1，2, •••，”) 时， D( 2 a £ X ,) 达到最小 

Qi f ° k t=l 

值.这时，方差为 


D { 2 a - x <) ^ 1 /!] ^ 

例 40 设 4， B 是两随机事件，定义 

X 』， A 发生， y = P ， 5 发生， 
lo , A 不发生， U ， s 不发生， 
证明.•作 y = 0<^» x 与 Y 相互独立. 


证利用事件独立性证.写出和的分布律 


X 

0 

1 

Y 

0 1 

P 

尸 04) 

P(A) 

P 

P(B) PiB) 


XY 

0 

1 

P 

l-P(AB) 

P(AB) 


M E ( X ) = PG 4) ， E ( Y ) = P ( B ) 9 E ( XY )= P ( AB ). 


又 pxy = 0 =^ cov ( X 9 Y ) = O f 

故 E(xy)=£(X)E(r), 

即 P ( AB )= P ( A ) P ( B ), 

知事件 A 与 S 相互独立，从而乂与与与 B 也相互独立， 
于是 

P { X = l 9 y = l }= P ( AB )= P ( A ) P ( B )^ P { X = l } P { Y = l } 9 

尸 {X=l ， y=0}=F(AB)=PC4)F(S)=F{X=l}F{Y=0 }， 
P{X = 0 , Y = 1 }= P ( AB )= P ( A ) P ( B )= P { X = 0 } F { Y = 1 }, 
P{X = 0 , Y ^ 0 }= P ( AB )= P ( A ) P ( B ) = P { X = O } P { Y = 0 }. 

所以 x 与 y 相互独立. 

例 41 设是两随机事件，定义 
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X =1 1， A 发生， 1， 5 发生， 

^ i -1, X 不发生， ^ i -1, B 不发生. 

证明 ： /^ = 0<=令4与 B 相互独立. 

证记 

P ( A )= p ,, P ( B ) = p 2 , P ( AB )= p u , 

由数学期望的定义知 

E(.X) = 1 XP(^l) — 1 XPCA) =pi — (1 — pi) = 2pi — 1 ， 

EOO = lXP (5) — IX 尸 （ B ) = 2 p 2 -1. 

因为 xy 只有两个可取值一1,1，故 

P {XY= 1 } = PCAB) P(.AB) = 2pu — pi — 户 2 +1 ， 

P {XY ~ — 1} = 1 — P { XY — \ ) = p \~\~ pi — 2 ip\i i 
所以 ECXY ) = lXP { XY = l }- lXP { XY =- l ] 

— 4/> i 2 一 2 pi — 2/>2+ 1. 

于是 cov ( X 9 Y )^ E ( XY )- E ( X ) E ( Y ) = Ap 12 - ip l p 2 . 

从而知，要 /Oyy = 0, 必有/>2,即 A 与 B 相互独立. 

例41与例42十分相似，但两题证明方法不同，结论也不同.读 
者可以尝试将两例的方法调换进行证明，看是否能证岀. 

例 42 设随机变量: ^， X 2 , …，； C 2 „ 有相同的均值//和方差 

n n 

且当时， Px t x } =广令 f / = $足 ，V = 2兄^，求細- 

} i=l k=\ 

ft 

证 E ( U )= E [ 2^) = n/Jtj E ( V )— nju ^ 

cov(X, p XiX . VdCX.) \Zd{X } -) = 〆 ， 

n n n 

所以 Z )((7)= D ( 2^) = S D( ^ ) + S covCX ^ X ,) 

/ = 1 ( = 1 “ j= 1 i i^j 

—no 1 "h ( 打 2 一 衫 ) pc 1 ， 

D(V) =na 2j r Cn 2 - n)po z . 

n n n 

又 E(UV)=E{ ^X t - = 

I = 1 “jt=l 
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由 px 




0( X ^0^ 



可得 E(X t X n + k )=p V D{X t )D<iX^ k ) +£：( 兄) £(U 


P < y z + /^ 2 ? 


所以 


cov07 ， V) = £07 ， VO—£(C/)£00 


ii 


(兄 u - 叩 


2 


,k 


( pa 1 + // ) — n 2 fi 2 = n 2 pa\ 


从而 


Puv 


cov(U,V) 


2 pa * 


/DiU) /D(V7 no 2j r{n 2 —n)pa 2 


np 


1 + (” 一 1 )〆 

例 43 设 g ( x ) 是正值不减函数， X 是连续型随机变量，且 
g ( x ) 的数学期望存在. 证明： 

P { X > a }^ E \： gMVg ( a ). 

证设 X 的概率密度为 / Cr )， 于是 


P {X^a} = P {g(x)^g(a) } 


g(x)^gijc} 


f(x)dx 


< 






g(.T)^g(a) 


g ( x ) 


f (x)dx 


g(x)f (jo)dx 


例 44 


gM 

= Elg{x)^\/g(a). 

对两个随机变量又， h 若 £( X 2 )，£( y 2 ) 存在， 证明: 


[£( xy )] 2 < E ( x 2 )£( y 2 ) (柯西-许瓦兹不等式）. 
解引入实变量 〖的 函数 

发⑴=£：[(又+力） 2 ] = £0： 2 ) + 2^：000十/ 2 £：0^). 

因为，对任何实数故 


即 


△=4[£( XY )] 2 —4£( X 2 )£( Y 2 )<0, 

[£( xy )] 2 < E ( x 2 ) E ( y 2 ). 
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硕士研究生入学试题分析 


一、 本章考试要求 

1. 理解随机变量数字特征（数学期望、方差、标准差、协方差、 
矩相关系数）的概念，会运用数字特征的基本性质计算具体分布的 
数字特征，并掌握常用分布的数字特征. 

2. 会根据随机变量 X 的分布求其函数的数学期望 
£|> oo ]， 会根据 x 和 y 的联合概率分布求其函数 g ( x ， y ) 的数 
学期望 £[>( x ， y )]. 

二、 本章重点内容 

考试中，很重要的一类题型就是综合题•它与各章节比较单一 
的习题不同，往往将几章的知识联系在一起，解题的步骤也比较复 
杂.读者要学会通过审题由已知可以得到哪些结果，再由此结果而 
逐步求得我们所需结果.其它考点 还有： 计算数字特征、通过数字 
特征确定参数、通过数字特征讨论相关性与独立性、解关于数字特 


征的应用题. 

( ^ ) 数学期望与方差 

1. 设随机变量 x 和 y 都服从正态分布，且它们不相关，则 


( )- 

( A ) X 与7—定相互独立； （ B ) ( X ， y ) 服从二维正态分布; 

( c ) x 与 y 未必相互 独立； （ d ) x + y 服从一维正态分布_ 

(2003 年四） 

解选 ( c ). x 与 y 不相关， x 与 y 未必相互独立 • 

首先，两个正态随机变量的联合分布不一定是正态的.如 X 〜 
价0，1)，7〜卿，1)，而 


/(: ， :v) 



exp 


2 


u 2 +y) 


(1 +sin^:sin^) 
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就不是正态分布，故 （ b ) 不成立.仅当 （x，y) 服从二维正态分布 
时， x 与 y 相互独立，故 (A) 也不成立.仅当 x 与 y 相互独立时， x 
服从一维正态分布，故 ( d ) 也不成立. 

2. 设随机变量不，义 2 ，…， x («>i) 相互独立且同分布，且 

其方差为〆 >0,令7=+^]兄,则（ ）• 

£ = 1 

(A) cov(X M y)=£T 2 /^; (B) cov(X! ,y) = <r 2 ； 

(C) D(X!+y)=—^ 2 ; (D) D(X 1 -y> = —tr 2 . 

n n 

(2004 年一、四) 


解选 (A), 由 COV ( X ” y ) = + COV ( X” X,) 而得 • 

i=\ 

3. 设随机变量 X 和 Y 的相关系数为 0. 9，若2 =义一 0. 4,则7 

与 Z 的相关系数为_ . (2003 年三) 

解因为 £KZ)=Da：)，cov(Z，Y)=cov(X，"n， 所以 

prz — Pxy — ^* 9 . 

4 . 设随机变量X服从参数为 A 的指数分布，则 


P { X > /D(X)} 


(2004 年一、三、四） 


解由题设知， X的概率密度为 


fix ) 


Ae 


Ax 


0, 


x >0, 

工<0, 


£(X) = 1/A, Z)(X) = 1/A 2 , 


故 P { X > /D(X)}=P{X>1/A} = 






Ae-^dx 


i/a 




e'^dC —Ax) = —e 


Ax 


i/A 


i/x e 


5. 设 X 是一随机变量， E(X) = "，D(X) = a 2 (户，^7>0,常 

数），则对任意常数 c， 必有 （ ）. 

(A) £(X-C) 2 -£(X 2 )-C 2 ； 
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( B ) £( X - C ) 2 = £( X -^) 2 ； 

( C ) E ( X ~ C ) 2 < E { X -/ u ) 2 ; 

( D ) Eax - cy ^ Ecx - pty . ( 1997 年四） 

解 选①).设 /( C )= E ( X — C ) 2 , 有 

E ( X - C) z = E ( X z -\- C 2 -~2 CX )= E ( X 2 )+ C 2 -2 CE ( X ). 

令尸（0 = 20：-2£：(；0 = 0，得驻点0=£(；0.又尸 ( C ) = 2>0, 故 
当(：=五(；0="时有最小值，即 £( X —//) 2 <£：( X — C ) 2 . 

6. 设两个相互独立的随机变量 x 和 y 的方差分别为 4 和2,则 

随机变量 3 X — 2 y 的方差是（ ）. 

( A ) 8； ( B ) 16； ( C )28; ( D ) 44. (1997 年一） 

解 选 ( D )， 因为 

D (3 X -2 y )-9 D ( X )+4 D ( y ) = 9 X 4 + 4 X 2 = 44. 

7. 对于任意两个随机变量 X 与 y ， 若 £(； m =£(； OE ( T ), 则 
( ). 

( A ) D ( XY )^ D ( X ) D ( Y )； 

( B ) D ( X + y )= D ( X )+ D ( y)j 

( C ) ； C 和 y 相互 独立； 

( D ) X 和 Y 不相互独立. （1991 年四) 

解 选 ( B )， 因为由相关函数性质有 

E ( XY )= E ( X ) E ( Y)—pxy = 0— D ( X -\- Y )= D ( X )+ D ( Y ). 

8. 设随机变量兄 7 (/，_/=1，2，〜，《，《>2)相互独立且同分 
布， £( X , 0 = 2,则行列式 

X 12 - X ln 

X 21 x 22 ... x 2 „ 

* m * 

* * • 

_ ■ _ 

nl n 2 ntt 

的数学期望五 GO =_• (1999 年三) 

解 由行列式性质可得 
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E ( Y ) = E 



x 12 

… 4 

X 21 

■ 

x 22 

* 

… x ln 

_ 

_ 

x rtl 

_ 

x rt2 

_ 

.• • X 

nn 


E ( X n ) E ( X 12 ) 
E ( X 2l ) E ( X 22 ) 


• • • 


• « « 


E ( X U ) 

E { X ln ) 

_ 

_ 

ED 


2 2 … 2 

9. 设 X 是一个随机变量，其概率密度为 


〔1+工， 




l < x <0, 


f{x^=\ 1 — 工， ， 


L 0, 


其它， 


则方差 / KX ) 




(1995 年五） 


解 


ro 


EOO 




(l+j：)xdx + 


(1 - x)dx = 0. 




0 


E ( X 2 ) = 


_0 


( l + x) 2 dx 


(1 — x)x 2 dx= 1/6 ， 




0 


所以 D ( X )= E ( X 2 )-[ E ( X )] 2 = l /6, 

10 .设 $ 和 7 是两个相互独立且服从正态分布 

W (0,(1// T ) 2 ) 的随机变量，则随机变量 K — ?丨的数学期望 

. (1996 年一) 




E 1 6—71 

解令2 = $—7,则 Z 〜 AK 0，1)， 于是 


E \^-7]\= E \ Z \ 




|之| 


2 


V 2 n 


e 


z 


/2 dz— V 2/ 穴 . 


11. 已知离散型随机变量 X 服从参数为 2 的泊松分布，即 
3 { 叉 = 々} = 2^- 2 /々！，则随机变量7=3又一2的数学期望£00 = 
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(1990 年一) 


解 £( X )= A =2, 所以 


£( y ) = £( 3X ~ 2 ) = 3£( X )-2 = 3 X 2-2 = 4. 

12 . 已知甲、乙两箱中装有同种产品，其中甲箱中装有3件合 
格品、3件次品，乙箱中仅装有3件合格品，从甲箱中任取3件产品 
放人乙箱后 ，求： 

(1) 乙箱中次品件数 X 的数学期望； 

(2) 从乙箱中任取一件产品是次品的概率. 

(2003 年一) 


解一 （1) 设兄= 
则兄的分布律为 



从甲箱中取出第 〖件产 品是合格品， 
从甲箱中取出第/件产品是次品， 


x t 

0 

1 

Pk 

1/2 

1/2 


/ = 1,2,3,且 £：( 兄 ）= 1/2. 由于乏]足，故 

ECX) = E( ，卜 兄 >♦. 

i=l i=l L 

(2) 以 A 记事件 { 从乙箱中任取一件是次品丨，则 {X = 0}， 
{ X =1}，{ X =2 }，{X = 3} 构成完备事件组，由全概率公式 


即 


3 


3 


k 


P(A)=^P{X — k}P{A\X=k}=^P{X=k} •— 


k = 0 


0 


kP {X=k } 






k = 0 


服 )= jx | 


1 




4 


解 


(1) X 的可能取值为 0，1，2,3， X 的分布律为 
尸 = 々} = C ^ C ^ */ C ^， 々 = 0，1，2,3， 


X 

0 

1 

2 

3 

Pk 

1/20 

9/20 

9/20 

1/20 
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故 


E(X)=kP{X = k}=3/2. 

13. 对于任意两事件 Z 和5,0<尸 G 4)<1，0< 尸 CB )<1， 


P 


P(AB)~P(A)P(B) 


^P<iA)P(B)P(A)P(B) 


称为事件 A 和 S 的相关系数. 

(1) 证明事件 Z 与 B 相互独立的充分必要条件是其相关系数 
等于零； 

(2) 利用随机变量相关系数的基本性质，证明 IH <1. 

(2003 年四） 

证 （1) 由题给定义知，当且 仅当尸 C 4 B ) = PG 4) P ( B ) 时 

0,即>4与 B 相互独立，故^二0是 Z 与 B 相互独立的充分必要条件. 

(2) 为证明 IH <1， 设随机变量 

1， A 发生， y ~ P ， 5 发生， 

0，>1不发生， = U ， 5不发生， 


则 X 与 y 都服从 0-1 分布，有 


X 〜 


0 


\1-P(A) 尸 04) 


Y 


0 


l-PCB) P(B) 


于是 


E(X)=P(A), E(Y)^=P(B) 9 

D(X)=P(A)P(A) 9 D(Y)=P(B)P(B), 


cov(X 9 Y) = P(AB)-P(A)P(B). 

从而，事件 A 与 B 的相关系数即随机变量 X 和 7 的相关系数.由两 
随机变量相关系数的基本性质知， IH <1. 

14. 设随机变量 X 和7同分布， X 的概率密度为 


—x 2 , 00<2 ， 

f(x)=< 8 

、0，其它 • 

(1) 已知事件4={叉>4和独立，且尸 MUB } = 

3/4,求常数 a ; 

(2) 求 l/X z 的数学 期望. （1993 年四) 
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解 （ 1) 因为 P(A)=P(B) ， 尸 MB)=P(A)P(B )， 
P(A^-B)=P(A)+P{B)-P(AB) 

= 2尸（4)一 [尸 （ Z )] 2 = 3/4, 

所以 尸 G 4) = l / 2 . 

r +°° 3 n "3 

P {X^>a } = /(jc)dx = — x 2 dx= 1 — — * 

J a Oja O 

由尸 { 叉 >4= 尸 04) ，得 ^2= ^T. 

(2) £(1 /X 2 ) - [ + °° -4/(jc) d ~ ['dx - y * 

J ^-ooX o J o 4 

is . 设随机变量 x 和 y 独立，都在区间 [ i ，3] 上服从均匀分 
布，引进事件 

(1) 已知尸 { AUB } = 7/9, 求常数 a ; 

(2) 求 1/ X 的数学期望. （1993 年五) 

解 （1) 设尸 M )=/> ，则 

P(5)=FM)=/», P(B) = l~~p. 

由条件知 

PiA -\- B )^ PiA )^ P ( B )- P ( A ') P { B )= p 2 -p + l = 7 / 9 , 
解得 />1 = 1 / 3 ， pi = 2 / 3 , 

从而 〜=1 十2/3 = 5/3， a 2 = l -4/3=7/3. 

(2) E(l/X)= 丄 /0)cLr = *|~ l/xd:r = +ln3. 

. — oo JO ^ 1 

16. 从学校乘汽车到火车站途中有三个交通岗，假设在各个 
交通岗遇到红灯的事件是相互独立的，且概率都是2/5•设 X 为途 

中遇到红灯的次数，求随机变量 X 的分布律、分布函数和数学期 
望. （1997 年一) 

解 X 服从二项分布 5(3,2/5)， X 可能取值为0，1，2, 3 ，故 

尸 {X=0} = (l-2/5) 3 = 27/125 ， 

尸 {X= 1 } =a X 2/5 X (1 — 2/5) 2 = 54/125 ， 

P {X = 2} —CjX (2/5) 2 X (1 — 2/5) = 36/125 ， 

F{X=3} = (2/5) 3 = 8/125. 
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即 X 的分布函数为 

0 ， *x<C0 ， 

27/125 ， 0<x<l ， 

F(x)=< 81/125 ， 1«2, 

117/125 ， 2«3, 
, 1， ^^3. 


分布律为 


X 

0 12 3 

Pk 

27/125 54/125 36/125 8/125 


数学期望为 E(X)=np = 3X 2/5 = 6/5. 

17 . 设$和7是相互独立且服从同一分布的两个随机变量，已 
知汔的分布律为尸 {$=*•} = l /3， z ' =1，2,3.又设 

X = max {f ， 7 } ， Y = min { 安， 刃 ）. 

( 1 ) 写出二维随机变量 ( x ， y ) 的分 布律； 

(2) 求随机变量 X 的数学期望 £(X). (1996 年一 ) 

解 (1) 因为尸 { 芒 =/} = 1/3, 纟 =1 ， 2,3 ,所以 

尸 {X=l}= 尸 {$=l,7=l} = l/3Xl/3 = l/9 ， 

尸 {^ = 2}= 尸 {$=2,7=1}+ 尸 { 尽 =2,7=2}+ 尸 {€=1 ， 7=2} 

= 1/3 ， 

尸 { 又 =3}= 尸 {6=3 ，？ =1} + 尸 { 芒 =1 ， 7=3}+ 尸 { 芒 =3,7=2} 

+ 尸 { 尽 =2,7 = 3} + 尸 {€ =3,7=3} 

= 5/9 ， 

尸 {7=1}= 尸{芒=1,7=1}+尸 W = l ,7=2}+ 尸{6 = 2,7=1} 

+ 尸{$=1，7=3}+尸{芒=3,7=1} 

= 5/9 ， 

P{y=2}=F{^=2,7=3}+P{^=3,7=2}+P{^ = 2,7=2} 

= 1/3 ， 

尸 {7=3}= 尸 {f=3,7=3} = l/9* 

分布律为 
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VI 

1 2 3 

P” 

1 

1/9 

2/9 

2/9 

5/9 

2 

0 

1/9 

2/9 

1/3 

3 

0 

0 

1/9. 

1/9 

Pi' 

1/9 

1/3 

5/9 

1 



1 


(2) E ( X ) = lXl /9 + 2 Xl /3 十 3 X 5/9 = 22/9. 

18. 设随机变量 Y 服从参数为 1 的指数分布，随机变量 




0， 

1， Y > k J 


々=1，2, 


求：（1)兄和叉 2 的联合 分布； （2) E ( X l ^ X 2 ). (1997 年四） 


解 （ 1 ) 因为厂 (30 


1 — e 

0, 


y 


: V <0, 

分0, 


所以 


F{X 1 = 0,X 2 = 0}=F{y<l,y<2}=F{y<l} = l-e 

p{x 1 =o,x 2 =i}= J p{y<i,y>2}=o, 
p{x 1 = i,x 2 =o}=F{y>i,y<2}=p{i<y<2} 

= 1—e— 2 — (1—e~ 1 )=e _1 —e -2 , 


—i 


P{X l ^l,X 2 = l}=P{Y>l,Y>2}=P{Y>2}^e~\ 

(2) X * 服从 0-1 分布，故 



19. 两台同样的自动记录仪，每台的无故障工作时间服从参 
数为5的指数 分布； 首先开动其中一台，当其发生故障时停用而另 
一台自行启动.试求两台记录仪无故障工作总时间了的概率密度 
/(工）、数学期望和方差. （1997 年三) 
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解以 X G = l ，2) 表示两台记录仪的无故障工作时间，即 


T—X\ -\~Xz* 


X t 的概率密度为 


pi ( jo ) 




5e — 5x ， x>0, 


0, 




X 1 与相互独立，由卷积公式知 


fit) 




pi(x)p 2 (t—x)dx 




rt 


25e—• e— 5 ㈣ d:r 


0 


25 e — 


rt 


dx=2bte 


— St 


0 


所以 


/(/) = 


25^e 


-5f 


C >0, 


0, i <0- 

£( 兄）= 1/5， D ( X ,) = l /25. 


ECD-ECA 十； ^)=2/5 ， DCHsZKXJ+iXDsZ/ZS* 

20. 游客乘电梯从底层到电视塔顶层观光，电梯于每个整点 
的第5分钟、25分钟和55分钟从底层起行.假设一游客从 早八时 
的第 X 分钟到达底层候梯，且 X 在[0, 60] 上均匀分布，求该游客 


等候时间的数学期望. 


(1997 年三） 


解 


fix) 


1/60， 0< x <60, 




0，其它， 
而游客等待时间 Y 是 X 的函数，即 


f 5— X ， 


0< X <5, 


Y=giX)=< 


25_ X ， 5<又<25， 

55 — X , 25< X <55, 

60 -X + 5, 55< X <60, 


故 


£( y )=£[^( X )] 


g(x)f(x)d 


x 


「5 


X 


60 


dx + 


「 25 25 —工 
5 60 — 


d:c 


_ 
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^55 cn: — r 「60 

+ — — — dx + (60 — ^： + 5) dj ： 

J 25 bU J 55 

= (12. 5 + 200 + 400 + 37. 5)/60=11. 67. 

21. 某流水生产线上每个产品不合格的概率为 p (0</>< l )， 
各产品合格与否相互独立，当出现一个不合格产品时即停机检修. 
设开机后第一次停机时已生产了的产品个数为 X ，求 X 的数学期 
望 ECO 和方差 ZXX ). (2000 年一) 

解 记 g = l — /> ，则 X 的概率分布为 

P{X = i } =q l ~ l p » / = 1 ， 2 ’…， 

X 的数学期望为 

E ( X ) = Y J iq i - 1 p = pJ ] i q i ^= p ( 

t = 1 i = 1 i — 1 

HrM = i. 

又 £ ( X 2 ) ^ v ~ x p = pYj 1 = P [9 ( 

1 / = 1 f = 1 

r q T_2-/> 

故 D ( X )=£( X 2 ) - [£( X )] 2 -^-^ = ^. 

p p p 

(二）随机变量函数的数字特征 

1. 设不，义 2 ，…， ( n >2) 为相互独立且同分布的随机变 
量，并均服从別0，1)，记又=丄文; H -足一 X ， / = l ，2，.._， n * 

Yl T~f 

i= 1 

求： 

( 1 ) y , 的方差 zxy ,)， 纟 = i ，2, … ，”； 

(2) Yi 与八的 协方差 c OV ( U n ); 

(3) PiY ^ Y ^ O }. (2005 年一) 

解 （ l ) my ,)= D (兄 一 又)=乃「( 1 —丄 1足一 丄 2 兄 

I - n n k^ti 」 

= (w — 1 )/” ， z ’ = 1，2，…， n . 
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(2) cov ( y 1 , yj =£[ y 1 - E ( y 1 ][( y ,-£( rj ] 

=£(；^；0 十 E ( X 2 ) — — ECX . X ) 


n 




n 


k = 2 


« 一 l 




2^E(X t X n ) 


k 


— \/n. 


(3) ^+7, = X 1 -X + X n -X 


n — 2 


n 


X x 


n 


«—l 0 

2 x ,+^ x „. 


i = 2 


上式是相互独立的正态随机变量的线性组合，所以 A 十八服从正 


态分布. 

由于 £(1+八）=0,故 

在2005年数学一和数学三中，此题的题 设为：兄， A ， … ，足 

(«>2)为来自总体 AKO ， 〆 ） 的简单随机样本，又为样本均值，因 
而： （1) D ( y t ) = ( n - l )/ n , = 1，2,…，/!; (2) covCY^YJ = 

—/ Ai ; 数学三中的 （3) 为，若 CCA + L ) 2 是/的无偏估计量，求 


常数 C . 于是 

五 [CCA+YJ 2 ] 

=CD(y x +y rt ) 

=C[D(Yi) +ZKD+ 2cov(m„)] 




n n n 



2(n-2) 

n 


Cc 2 = a \ 


故 C == 2( M -2) - 

2. 设儿 B 为随机事件，且 P (^) = l /4, P (5 U ) = l /3, 

尸 （ A | B ) = l /2, 令 

= | i , a 发生， a , 5 发生， 

x = lo ， A 不发生， _ U ， S 不发生， 
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求 ：（1) 二维随机变量 on ) 的概率 分布； 

(2) X 与 Y 的相关系数 

(3) Z = X 2 + Y 2 的概率分布.（数学一不考 .） 

(2004 年一、三 、四) 

解 （1) 由 P ( AB )^= P ( A ) P ( B \ A )^1/12, 


得 


即 


PCB ) = 


P ( AB ) = 1 


P { X =1， Y =1}= P ( AB ) = 1/12， 

P{X = l,Y = 0}= P ( AB )^ P ( A )- P ( AB ) = l /6, 


P{X = 0, Y = l }= P ( AB )= P ( B )- P ( AB ) = l /12, 
P{X = 0, Y ^0}= P(A 5) = 1 — 1/12—1/6—1/12 = 2/3, 



(2) 因为 


X 

0 

1 

y 

0 

1 

Pk 

3/4 

1/4 

pk 

5/6 

1/6 


所以 £( X ) = l /4， D ( X ) = 3/16, 

£00 = 1/6， D (7) = 5/36, £( X 7) = 1/12, 


cov ( X , y )=£( XY )-£( X )£：( y ) = l /24, 


从而 


PXY = 


cov(x ， y) __ /Is 

/ DCX )/ D ( y ) _ 15 


(3) 2 的可能取值为0，1，2,而 

P{Z = 0 }= P{X = 0 ,y = 0} = 2/3, 

p { z = i }= p { x = o , y = i } j tP { x —\ ， y = o } = 1 / 4 , 


P { Z ^2}= P { X =1, Y =1} = 1/12 9 


故 z 的分布律为 
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Pk 


2/3 


1/4 


1/12 


3. 设随机变量 X 和 y 的相关系数为 0,5,£：(；O 


£( 叉 2 )=£(7 2 ) = 2 ，则 £( 义 +7) 2 =_ . 

解因为 ZKX)=£(X 2 ) - [£(X)] 2 = 2, 


=£(y) — o ^ 

(2003 年四 ) 


D(Y) = 2% Pxy = 0. 5 ^ 


所以 cov(X,Y)=pxyVDUOvDW)=0. 5X2=1* 

又 cov(X,y) = £(X7)-£ ： (X)£(y)=^£(Xy) = l, 
故 £(X+y) 2 = £(X 2 ) + £(y 2 )+2£(XY)=2 + 2 + 2 = 6. 
4 . 设随机变量 X 的概率密度为 


/(工） 


cos 


X 


穴， 




0 ， 其它， 

对 x 独立地重复观察 4 次，用 y 表示观察值大于 V3 的次数，求 y 2 


的数学期望 - 

ah m 、 j , 

解因为 


(2002 年一 ) 




所以， y 〜 B(4 ， l/2 ) ，于是 

E(Y)=np = AXl/2 = 2, 
D(Y)=np(l-p) = AXl/2Xl/2 = l, 
得 £ ： (Y 2 ) = [£(Y)] 2 + Z) ⑺ =2 2 + l = 5. 


或由 


Y 

0 12 3 4 

Pk 

1/16 4/16 6/16 4/16 1/16 


得 


£(7 2 ) 






16 

5. 


4 


0X 16 + 1 X l6 + 4X ^ + 9 X T6 + 16 X l6 


5. 设二维随机变量 (X ， Y) 服从二维正态分布，则随机变量 f 
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与不相关的充分必要条件为 （ ）. 

(A) E(X)=E(Y )； 

(B) £(X 2 ) - [£(X)] 2 = £(y 2 )-[£(y >] 2 ； 

(C) £(X 2 ) = £(y z )； 

(D) E(X 2 ) + [£(X)] 2 = E(7 2 ) + [£ ： (y)] 2 . (2000 年一 ) 

解选 (B). 因为 f 与 7 不相关，则 cov(f ， 7) = 0 ,即 

£{[( 又十 y )—£( x + y )][( x — y )—£( x — y )]>= o ， 

而上式左边为 

E[(X 2 -y 2 )-£(X + 7)E(X-7)] 

‘ -E(X 2 )-£(y 2 )-[£(X)] 2 + [£(7)] 2 , 

从而得 £(X 2 )-£(y 2 )-[£ ： (X)] 2 + [£ ： (y)] z = 0» 

即 E(X 2 )-lE(X)y = E(Y z )-[E(Y)J. 

6 . 设随机变量 X 在区间[一 1，2]上 服从均 勻分布，随 机变量 

'1， x 〉 o ， 

Y 0 » X = 0 ， 

、一 1 ， X < C 0 j 

则方差 D(y)= _ • (2000 年三、四 ) 

解由于 X服从[―1，2]上的均匀分布，故 Y 的分布律为 


y 

1 

0 

—i 

pk 

2/3 

0 

1/3 


D ( y )= E ( y 2 )-[£( y )] 2 = i -( i /3) 2 -8/9- 

7. 设 X 表示10次独立重复射击命中目标的次数，每次射中 

目标的概率为0.4,则 X 2 的数学期望 £( x 2 ) = __ 

(1995 年 一) 

解因为 X 〜 s (10,0.4)， 

E (-?0 ~np = 4 ^ D(.X^) — tip ( 1 — ~2i* 4 » 

所以 EiX z )^ D { X ) + lEiX)J = 2 . 4 + 4 2 =18. 4. 

8. 设随机变量 X 服从参数为 A 的泊松分布，且已知 
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£[ ar —1)( X — 2)] = 1， 则 A =_. (1999 年四) 

解 £(；0= A ， Z }(；0 = yl ， 而 

£[( X - l )( X -2)]=£( X 2 )-3£( X )+2 

= D ( X ) + [ E (；0] 2 —3£( X ) 十2 
= 又十 A 2 —3/1+2= 1 ， 


解方程，得 1. 

9 . 设一次试验成功的概率为/>，进行100次独立重复试验，当 

p = _时，成功次数的标准差为最大，最大值为_ . 

(1998 年四） 

解成功次数 X 〜 £(100，/>)， D (； O = n /) — 矽 2 •由 

dD(X)/dp = n — 2np ， 

令上式为零得 ^ = 1/2. 此时 

D(X) = 100X1/2X(1-1/2) = 25, 

10. 假设一部机器在一天内发生故障的概率为0_ 2,机器发生 
故障时全天停止工作，若一周五个工作日无故障，可获利润10万 
元; 发生一次故障仍可获利润5 万元; 发生两次故障获利润为0;发 

生三次或三次以上故障亏本2万元.求一周内利润期望值是多少？ 

(1996 年五） 

解以 X 表示一周内无故障工作天数，则叉~召（ 5 ,0. 2)， 
P{X = k}=C k s X0. 2 k X0. 8 s —S 6 = 0，1, …， 5 .X 的分布律为 


X 

0 

1 

2 

>3 

pk 

0_ 328 

0. 410 

0, 205 

0. 057 

Y 

10 

5 

0 

— 2 


故 £(7) = 0. 328X10 + 0. 410X5 + 0. 057X( —2) 

= 5. 216 (万元 ）_ 

u . —商店经销某种商品，每周进货的数量 x 与顾客对该种 
商品的需求量 y 是相互独立的随机变量，且都服从区间[ 10 , 20 ]上 
的均勾分布，商店每售出一'单位商品可得利润1000兀•右需求量 
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图 4. 6 


超过了进货量，商店可以从其它商店调剂供 
应，这时每单位商品获利润500元.试计算此 
商店经销该种商品每周所得利润的期望值. 

(1998 年三） 

解如图 4. 6所示，设商店每周所得利 
润为0,则 


Q— 


10001 % 




1000X-h500(y— X), Y>X f 


由于 X ， y 均服从均勻分布 t /( i0 ,20)， 故联合密度为 




1/10X1/10=1/100 ， 10<1 ， 3/<20, 


0 , 


其它. 


从而，利润的期望值 


£(Q) 


100 



1000jyX ： T7^dU:d ： y 十 500(x+^) X rT^djcd^ 


100 


'20 「20 rzo 「：y 

I dy dy\ (x 十 jyOdjr 

J 10 h v J 10 J 10 


10 


14166. 67 (元） . 


12 . 设某种商品的每周需求量 X 是服从区间 [10,30] 上的均 

匀分布的随机变量，而经销商店进货数量为[10, 30] 中的某一整 

数.商店每销售一单位商品可获利500 元; 若供大于求则削价处 

理，每处理一单位商品亏损100 元; 若供不应求则可从外部调剂供 

应，此时每一单位商品仅获利300元.为使商品所获利润期望值不 

少于9280元，试确定最少进 货量. （1998 年四) 

解设进货量为《，则利润为 

f 500 a + ( X — a )300 (300 X + 200 a , a < X <30, 

A/ = { = t 

\ 500X — Co. — JC) 100 1600 叉一 100a, 9 

利润期望为 

*30 1 

E(Ma)= Ma X 

J io ZU 
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20J 1 o (600X ~ 10 ° a)d ' r+ ^, 
— 7. 5a 2 -f 350^ + 5250. 


rzo 


(300jc+200a)djr 




由于 £(MJ>9280, 则由 

— 7, 5a 2 + 350^ + 5250>9280 

可解得 62/3<a<26, 故知利润期望值不少于9280元的最少进货 
量为21单位. 

13. 假设由自动线加工的某种零件的内径(单位 :imn)X 服从 
正态分布汉(//，1)，内径小于10或大于12的为不合格品，其余为合 
格品.销售每件合格品获利，销售每件不合格品亏损，已知销售利 
润（单位 :元) 了与销售零件的内径X有如下 关系： 


T= 


_ 1 ， 

X<10, 

20， 

10<X<12, 

— 5, 

X>12. 


问:平均内径 A 取何值时，销售一个零件的平均利润最大？ 

(1994 年四） 


解 由题设条件知，平均利润为 

£(T) = 20P{10<X<12} + (-l)/ > {X<10} 

+ ( —5) 尸 { X >12} 

= 200(12-//) — 杳 （10 —//)] — 少 （10—") 

— 5[1 —企 (12 — / >0] 

= 25 少 （12 — ") — 21^(10 — ju) — 5 ， 

其中诊( X )是标准正态分布函数.设 〆X )为标准正态密度，则有 

= — 25^12 —+21^10 — //)， 

令上式等于零，得 

— 25//^e-( 12 i) 2/2 + 21//^e- (U) -") 2/2 = 0 ， 

即 25 e _U2_A ) 2 = 21 e ~ n<)_A)2 ' 

得 ju=ju 0 = 11 —1/2 Xln(25/21) = 10. 9. 
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即，当 ^ = ^0 = 10. 9 mm 时，平均利润最大. 

14. 假设二维随机变量 (X ， y) 在矩形 G={Gc ， 3O|0< ： t<2,0 
上服从均勻分布，记 



解由图 4. 7 可知 


IJ = 

^ = 


fo, x<y, 
li, x>y, 
fo, x<2r, 

li , x > 2 y . 


(1) 求与 v 的联合分布； 

(2) 求 t ； 和 F 的相关系数 . 

(1999 年三 ) 


P{X<7} = l/4, P{X>2Y} = l/2, 

F { y < x <2 y } = i /4. 

(1) (U ， TO 有四种取值：（ 0,0) ，（ 0 ， 1) ，（ 1 ， 0) ，（ 1 ， 1\ 

P{U = 0 f V=^0}=P{X<Y 9 X^2Y}=P{X^Y} = l/4, 

P{U = 0,V=1}=P{X^Y,X>2Y}=0, 
P{U=l,V = 0}^P{X>Y,X<2Y}=P{Y<X>2Y} = l/A, 
P{U=l,V = l}=P{X>Y,X>2Y}^P{X>2Y} = l/2. 

(2) 由题 （ 1) 与图 4. 7 可知 


0 1 

UV 〜 

1/2 1/21 


t / 〜 0 1 I 

1/4 3/4J 


0 1 

V 〜 

U/2 1/21 


故 £07) = 3/4 ， DO/) = 3/16， EOO = l/2, 

1)00 = 1/4 ， E(t/V) = l/2 ， 


cov(U,V)=E(UV)-E(U)E(V) = l/S, 


p uv ^cov(U^V)/[_ VD(JJ) D(y^~\ = \ /\/^ . 

15. 设随机变量 x 的概率分布密度为 

/( 工） kl ， 一 oo<>< + oo. 


鲁 


(1) 求 X 的数学期望 EOO 和方差 DC5Q; 
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(2) 求 X 与 1 X | 的协方差， 并问: X 与是否不相关？ 

(3) 问： X 与是否相互独立？为什么？ （1993 年一） 

解 （1) 由定义，有 

' + <» rp — kl r + °o 

E(X)= dx = 0 ， D(X)= 工 2 e— x dr = 2- 

J — CO Li Jo 

(2) cov ( X , | X |)=£{[ X -£：( X )][| X |-£：( y )]} 

^E(X\X\)-E(X)E(\X\) 

— E{X |X I )= x \x \f(x)dx—0^ 

J - Oo 

所以， X 与 IX 丨不相关. 

(3) 对给定的 0< a < + oo , 显然事件 {| X |< a } 包含在事件 
内，且/ > {叉<^}<1，0<?{|叉丨<< 2 }，故 

P{X<a, |X|<a}=F{|X!<a}. 

但 P{X<a}P{\X\<a}<P{\X\<a] , 

所以 P{X<aAX\<a)^P{X<a)P{ | X |< a }, 

因此, X 与 1 X | 不相互独立. 

16. 已知随机变量 ( x ， Y ) 服从二维正态分布，且 X 和 Y 分别 
服从正态分布 AKld 2 ) 和7^(0,4 2 )，又和 y 的相关系数 |Oxy = 
— 1/2•设 十 >72， 

⑴求 Z 的数学期望£(幻和方差 

(2) 求 X 与 Z 的相关系数作 z; 

(3) 问： X 与 Z 是否相互独立？为什么？ （1994 年一) 

解 （1) £( Z )=£00/3+£( Y )/2= l /3， 

D(Z)=D(X)/9+D(y)/4 + 2 i oxy/D(X)/3 - /D(F)/2 
= 1 + 4 — 2 = 3. 

(2) cov ( X , Z ) = cov ( X , X )/3+ cov ( X , y ) 

= 3 2 /3+(-1/2) X3X4/2 = 0, 

所以 p xz ^cov(X,Z)/i /DOT) yZ)(Z)]-0. 

(3) 因为均为正态分布，故 Z 也为正态分布.由作 z = 0, 
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所以 X 与 Z 相互独立. 

17. 某箱装有100件产品，其中一、二、三等品分别为80，10，10 
件，现在从中随机抽取一件，记 

jl ， 抽到/等品 ， . ， 9 q 
10 ,其它， 

试求 ：（ i ) 随机变量：^与义 2 的联合分布； 

(2) 随机变量；^与叉 2 的相关 系数. （1998 年四) 

解 （ 1 ) 以 A (/ = 1 , 2 , 3) 表示抽到 〖等品 ，于是 
P (凡 ) = ()• 8， P ( A 2 )=0. 1, L 

于是 P { X i = 0^ Xi ^ z 0}= P { A z }=0. It 

P {Xx = 0^ X 2 = l } = P ( A z ) = 0. lj 
P {Xi = l jXz — 0} = P ( Ai )=0* 85 
P{X 1 = 1,X 2 = 1}=P(0) = O. 


联合分布律为 


X , 


0. 1 


0. 1 


0 . 8 


( 2 ) 


£( 兄 ）= 0,8 ， £(X 2 ) = 0. 1 
E(XO = 0. 8, £(X|) = 0.1 


D ( X x ) — 0. 8 — 0. 8 2 = 0. 16， Z)(X 2 ) = 0 . 1 — 0. 1 2 = 0. 09， 

£( X ! X 2 ) = 0, 

cov ( X ij X 2 )= E ( X 1 , X 2 )- E ( X 1 ) ECX z ) = 0-0. 08=-0. 08, 


/>¥ 2 =cov 


( 兄 ,X 2 )/[Vl)(X 1 )Vz)(X 2 )] 


= - 0 . 08/( / o 7 T 6 70709) =-2/3 - 

18. 设是二随机事件，随机变量 

1 ,若 A 出现， | 1 ，若 S 出现， 

1 _ 1 ，若 X 不出现； 丨 一 1 ，若5不出现， 


警 
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试证明随机变量 X 和 Y 不相关的充分必要条件是 A 与 S 相互独 
立 . （ 2000 年三、四） 

证记尸（4) = /^，尸= ，尸045)=/» 12 ，则 

E(X)=P{A)-P(A)=p l -il-pO = 2p 1 -l. 

由于 xy 只有两个可能值 1 和 _1 ，所以 

P { XY ^ l }^ P ( AB )^ P ( AB ) = 2 p n - pi - p 2 + l ^ 

P{Xy=-l} = l-P{XY=l}=/> 1 + /> 2 - 2 />i 2 , 

故 EiXY)^P{XY=l}-P{XY = -~l] 

= 4/) 12 + l — 2/ >i — 2/> 2 ， 

于是 cov(X,Y)=E(XY)~E(X)E(Y^ 

= 4 / > i 2 + l ~ 2/> 1 — 2 /) 2 ~ ( 2 / >1 — 1 ) ( 2 />2 — 1 ) 

= 4/>12 _ ^ pipz * 

因此， COV(m 当且仅当相互独立时为零 . 此时 /> 12 = 九 />2, 
即 x 和 y 不相关的充分必要条件是 4 与 b 相互 独立 . 

19 ,设二维随机变量的密度函数为 






I [妗（工，: y )+ 妗 （ x ，： y )]， 


其中科 ( 工， J) 和势 (x ，： y) 都是二维正态密度函数，且它们对应的二 
维随机变量的相关系数为 1/3 和一 1/3 . 它们的边缘密度函数所对 
应的随机变量的数学期望都是零，方差都是 1. 

(1) 求随机变量 X 和 Y 的密度函数 /iU) ， /〆 ： ^) 及又和 Y 的 


相关系数 iOXY ( 可直接利用二维正态密度的性质）； 

(2) 问： X 和 y 是否独立？为什么？ （ 2000 年四 ) 

解 （ 1) 二维正态分布的两个边缘分布都是一维正态分布， 
因此，奶 ( 工， 3^ 和％ ( 工， 7) 的两个边缘密度为标准正态密度函数，故 


/ 〆 工） 


广 + 


f(.x,y)dy 




+ oo 


<Pi(x,y)dy-\- <Pz(^^y)dy 


2 \ ^/2 /k 


e 


x 2 /2 



e 


x z il 




e 


x Z /2 


v 2^ 




同理 






e 


y /2 


由 x 〜 w ( o ， i)，y 〜 iv ( o ， i ) 知 

ECX) = E(Y)=0, D(X)=D(7) = 1. 

随机变量 X 和 F 的相关系数 


PXY 


产. 


OO J 

r+ 


r 


xyf (x^y)dxdy 

4 - oo 

xy<f>i (xjy)dxdy-\- 








r. 


xyfzix ^y)dxdy 


2 3 3 


0 . 


(2) 由题给条件得 






8 兀 


e —9(*r —2:^/3 + 3 ^ )/16 j ^ — 9C:r + Zxy/ 3 + .y )/16 


fi^)f z {y) = ^- x/z - ei /2 


2 n 


e 


-ix t ^ry 2 iZ) 


知 / (x)/ 2 (jy), 

所以， x 与 y 不相互独立 • 

20. 设二维随机变量 ( X ， y ) 在区域 D:0<Cz<l, bio 内服 

从均勻分布，求关于 x 的边缘概率密度及随机 
变量 Z = 2 X + 1 的方差 iXZ ). (1990 年一） 

解如图 4. 8所示，因为 



fOc ， y ) 


rx 


图 4. 8 


所以 fxix)=\ 


1 ， ioo^y) 6 G, 

0 ，其它， 

dy =2xj x<Cjo<C1 j 




—X 


0, 


其它， 


Z)(X)=Z)(2X + 1) = 4D(X) = 4 

r 

1 

= 2 —4X4/9 = 2/9. 


x 2 X 2xdx — 4 


0 


xdx 


z 


J 


0 


21 . 将一枚硬币重复掷 〃次 ，以 x 和 y 表示正面向上和反面向 
上的次数，则 X 和 Y 的相关系数等于（ ）. 
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( A ) — 1; 


( B ) 0； 


( C ) 1/2； 


( D ) 1. 

(1999 年一) 


解选 ( A )， 因为 — 是线性负相关 • 

22 . 设随机变量 x 和 y 相互独立且同分布，记 t /= x — y ， v = 
x + y ， 则随机变量 c / 与 v 必然 （ ). 

( A ) 不相互 独立； （ B ) 相互独立； 

( C ) 相关系数不为零； （ D ) 相关系数为零_ 

(1995 年四) 

解选 （ D ). 因为相互独立且同分布，所以 
cov (?7, y ) = £：( t / F )-£(/7)£( y ) 

= E(X 2 -Y 2 )-E(X-Y)E(X+Y) 
^E(X 2 )-ECY 2 )-lECX)y + lE(Y)J 
= D ( X )- D (7)=0, 


即 PXY = 0 . 

23. 设随机变量 X 和 Y 的联合分布在以点（0，1)，（1，0)， 
(1，1)为顶点的三角形区域上服从均匀分布，试求随机变量 U = X 
+ 7的方差 • （2001 年四） 

解如图 4 . 9 所示■因为 * Sc =2, 所以 

2， (^, y )^ G y 

0， 


/ Oc ，： y ) 


广 1 


/ x ( x)=i J 


2dy = 2^c , 0<C 工 <1 ， 


l 一工 


0, 


其它. 



因此 E ( X ) 






2x • xdx = 2/^j 


图 4. 9 


o 


E ( X Z ) 


同理 


lx . x 2 dx - l /2, D ( X ) = l /2-4/9 = l /18. 
£00 = 2/3， D (7) = l /18, 


E ( XY )=2 


xAx 


0 


1-x 


ydy=b/12 s 


cov(X,y)=£(Xy)—£(X)£(y) = 5/12 —4/9= —1/36. 
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从而 £)似）=1)(叉 + 7)=/)(：50+1)(7)十 2 cov ( X ， y ) 


= 1/18 + 1/18 — 2/36=1/18* 

24. 设总体 X 服从正态分布 W (^， cr 2 ) O >0), 从该总体中抽 
取简单随机样本不，叉 2 , …，; ( n >2)， 其样本均值为 


2« 




A= 


求统计量^=文;(足+兄二 一 2 又) 2 的数学期望 £< t ), 

1 


(2001 年一) 


解考虑（尤+尤 +1 )，（不 + ^ +2 ) ，…， （尤 + U ， 将其视为 
取自总体 iV (2^，2 a 2 ) 的简单随机样本，则其样本均值为 


n 


n 


2( 兄 +D 



n 


_ 


样本方差为 + Y . 

n ——X 

由于4，所以 

打 一 1 / 

E(Y) — {n — 1) (2<J Z ) — 2(n — l)a 2 . 


25. 设随机变量 x 和 y 的联合分布律为 



-1 

0 

1 

0 

0. 07 

0. 18 

0. 15 

1 

0. 08 

0. 32 

0. 20 


则 （1) X 和 y 的相关系数作 y = _； (2002 年四) 

(2) X 2 和 Y 2 的协方差 cov ( X 2 ， y 2 ) = _ • (2002 年三) 

解因为 x ， y 的边缘分布律为 


X 

0 

1 

T 

-1 

0 

1 

Pk 

0. 4 

0. 6 

Pk 

0. 15 

0. 5 

0, 35 


(1) E ( X )= 0 . 6, £(7) = 0. 2, E ( XY )= 0 . 12, 


由于 EC 5 m = £( X ) E ( y )， 所以作 y = 0. 
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(2) £( X 2 ) = 0. 6, E ( Y 2 )= 0 . 5, E ( X 2 Y 2 ) = 0 . 28, 

由于 E ( X 2 Y Z ) - £ ( X 2 ) £ (7 2 ) = 0. 28-0, 6 X 0, 5 = -0. 02, 

所以 cov ( X 2 , y 2 ) = -0.02. 

26. 假设随机变量 U 在区间 [一 2,2] 上服从均匀分布，随机变 
量 

| — 1，若 C /<_1 ， y =l — l ， 若 f /< l ， 

1 1 ，若 U >-1， 1 1 ,若 U >1， 

试求：（1) X 和 y 的联合概率分布； （2) D(X + y ). (2002 年三) 

解 （1) 随机向量 （ m 有四个可能值：（一1，一1)， 


(―1，1)，（1，一1)，（1，1)- 


P{X=-l,Y=-l}=P{U<-lM<l} = l/4, 

尸 {X= — 1 ， 7=1}= 尸 { 卩 < —1 ， ^7>1}=0 ， 

P { x = i ， y = — i } = p { t />— 1，[/<1} = 1/2, 


F{X=l,y=l} = / > {t/>-l,t/>l ) = 1/4. 
于是，得 X 和 Y 的联合概率分布为 


(- 1 ,- 1 ) 
⑽〜 （ 1/4 


( _ 1 ， 1 ) 
0 



(1，1) 

1/4 


(2) x + y 和 ( x + y ) 2 的概率分布相应为 


X+Y- 


f -2 0 2 ' 

\ 1/4 1/2 l/4i 


(譜 )2 〜 U /2 



1 / 2 / 




由此可见 

£(X+y) = -l /2 + l /2 = 0 , £[(X + y) 2 ] = 2, 


D ( x + y )=£[( x + y ) 2 ]=2. 
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第五章大数定律与中心极限定理 


第一节大数定律 

主要内容 


1. 契比雪夫不等式 

设随机变量 X 的数学期望£00=尸，方差 Z )(；0== tT 2 , 则对任 
意 e >0, 有不等式 

P{\X-fx\^e}^a 2 /e\ 

或 尸 {—a 2 /e 2 . 

2 . 大数定律 


(1) 契比雪夫定理的特殊情形设；^，不，…， X ，…是相互 
独立的随机变量序列，有相同的数学期望和方差， E ( X )=^， 
D ( X ,)- a 2 (i = l ,2, …），则对任意给定的 e >0, 有 


<£ ) =1 * 

(2) 契比雪夫定理 设兄， X 2 ，…，，…是相互独立的随机 
变量序列, £：( 兄)和/ X 兄)都存在，且 IKXXC G = l ，2, …），则对 
任意的£>0,有 


limF 

行 一 ►OO 





# 


(3) 伯努利定理设 w 是《次重复独立试验中事件 A 发生的 
次数，是事件4在一次试验中发生的概率，则对任意的 e >0, 有 
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limP ^-p <e =1. 

co \ n j 

(4) 辛钦定理设兄，义 2 ，…，足，…是相互独立且同分布的 
随机变量序列，且五(兄）=户，则对任意 e >0, 有 

< e } ==1 - 

' n = \ f 

疑难解析 

1. 契比雪夫不等式有什么作用？它的意义是什么？ 

答 契比雪夫不等式尸 { | X -^|< e }> l -^ 2 / e 2 反映了随机 
变量 X 的取值落在其数学期望五00==//的 e 邻域内的概率不小于 
l — 〃 2 / e 2 . 它的意义在 于：当 知道随机变量 X 的数学期望与方差 
时，我们可以估计 X 落在以 £( X ) 为中心的某一区间内的概率(至 
少给出一个下限). 

它的作用有四个方面：（1 )估计概率.当£00 ，£»00和 e 给定 
时，可依公式直接计算概率 .（2) 当概率确定时，估计所需区间的长 
度，即已知£(义），1)(；0和/>，确定 e 值 .（3) 估计试验次数.在《重伯 
努利试验中，频率〜/«与试验次数有关,在已知五(叉），乃0：) 和户 
时，可以用契比雪夫不等式确定《. (4) 是推导其它定理的依据. 

注意，契比雪夫不等式给出的估计是十分粗糙的，精确的估计 
要通过其它更优秀的方法来给出. 

2. 大数定律的意义是什么？ 

答 大数定律深刻地揭示了随机事件的概率与频率之间的关 
系，因此是概率论的重要理论基础.大数定律从大量测量值的平均 
值出发，讨论并反映了算术平均值及频率的稳定性. 

教材讲述的大数定律都是弱大数定律，它们的条件各不相同， 
但结论是一 致的： 从理论上肯定了用算术平均值代替均值，以频率 
代替概率的合理性.大数定理既验证了概率论中一些假设的合理 
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性，又为数理统计中用样本推断总体提供了理论依据. 

契比雪夫 定理 ： i :, H $]£：(兄 ) ； 

(= 1 1=1 

伯努利定理:一; 

辛钦 定理： — 

n 7^i 

3. 依概率收敛的意义是什么？ 

答 依概率收敛即依概率1收敛.其定义 是:设 随机变量序列 
不，：^ 2 ^",；^，对任意£>0，有 

limF { | y„—a |< e } = 1 (a 为常数）， 

w-^oo 

则称序列 A ， h ， …， h ， … 依概率收敛于 a ， 记为 

v p 

Y„ - *^a. 

依概率收敛与微积分中的收敛的不同在 于:微 积分中的收敛 
是确定的，即对任给的 e >0, 当 n > N 时，必有 | x „- a |<£ 成立.而 
依概率收敛是，对任给的£>0，当《很大时，事件 {| ar „— a |< e } 发生 
的概率为1，但不排除偶然事件的发生. 

方法、技巧与典型例题分析 


一 、契比雪夫不等式及应用 

利用契比雪夫不等式解题，常见的题型是估计随机变量 X 在 
某区间内的概率，估计区间长度，估计试验次数.解题的步骤 是:首 
先确定恰当的随机变量 X ，计算五( X )与乃 oo ; 其次确定 c >0 的 
值; 最后，由契比雪夫不等式(两种形式可根据需要选择一种)进行 


计算，其技巧主要表现在计算 £ QO ， DOO 与分解随机变量 X 上. 

例1若随机变量 X 服从参数为2的泊松分布，用契比雪夫不 
等式估计，尸 {| X -2|>4} = _ . 


_ 


解若 X 〜;^2)，£(幻=乃00=2，由契比雪夫不等式，有 
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P{|X-2l>4}=F{|X-//|>4}>2/4 2 = l/8 - 


例 2 设不，不，"•，足是相互独立且同分布的随机变量， 

ECX t )^ M , D ( X t )=8 G . = l ，2, …， n )， 求叉=丄念兄所满足的契 

比雪夫不等式，并估计 | X -^|<4}>« 中的 《. 

解先求 £( X ) 和 ZKX ). 因为 

EOC)^Ei^^X i \=^^E(X i ) = ^n^/u i 

^ i~l * j = 1 

£>(又)=1){丄^]足]=丰^；/)(兄)=^^(兄)=!， 

I - I 

' I — 1 ; £= I 

所以，满足又的契比雪夫不等式为 

P f | 一 丨 、\ _ 8 

尸 { I 又一 }X I ^ p _ n ^ 2 * 


当 e =4 时，即为 


尸 {k-h<oi - 長 =i - 忐 . 

例3若随机变量 X 服从 [—1,6] 上的均匀分布，且由契比雪 

夫不等式得 P { l |< e }>2/3, 则6=_，£=_ • 

解 £00 = ( — 1+々）/2, DOO 二（6+1)712， 

又 ，尸 { \X-E (: X)\<e}^D(X)/€ 2 , 

比照 P {| X - l |< e }>2/3, 

得 E ( X ) = l =(- l +6)/2=^6=-3, 

故 D ( J 50 = 16/12 = 4/3=^1-^00/ e 2 = 2/3=^ e 2 = 2， 

例 4 随机地掷6枚骰子，利用契比雪夫不等式估计6枚骰子 
出现点数之和在15点到27点之间的概率. 

解以足（/ = 1，2,…， 6) 记第/枚散子出现的点数，显然足 


n 


相互独立，6枚骰子出现点数的总和所以 

£ = 1 

£( 兄)=^(1十2 + 3 + 4 + 5 + 6) = ¥， 
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D(X t ) 




1- 丑 


, 2 — f 


+ 


* 鲁_ 


6 - 


21 


35 

12 ^ 


故 


£( X )=21， D ( X ) = 35/2 # 


由契比雪夫不等式，有 

F {15< X <27} = P {| X -2|<6}> l - y /6 9 37 


72 ^ 


例5设随机变量 X 的分布律为 



1 

2 

3 

Pk 

0. 3 

0. 5 

0. 2 


试用契比雪夫不等式估计概率 EC ^ Ol ^ l }. 
解 £( X ) = 1 X 0. 3 + 2 X 0. 5 + 3 X 0, 2 = 1- 9, 


£(X 2 ) = 1X0. 3 + 4X0. 5+9X0, 2 = 4 - 1, 
D(X)=£(X 2 ) - [£(X)] 2 = 0. 49, 

所以 P{\X-E(X) 49/1 = 0. 49. 

而按概率计算，则有 

P { | X —1. 91>1} = 1 — 尸{ | X -1.9|<1} 

= 1- P {0. 9< X <2 - 9} 

= 1-F{1}-P{2}=0. 2- 

可见契比雪夫不等式的估计是很粗糙的. 

例6设在每次试验中，事件^发生的概率 ^>==1/4. 

(1) 进行300次重复独立试验，以 X 记 A 发生的次数，用契比 
雪夫不等式估计 X 与 EOO 的偏差不大于50的 概率； 

(2) 问：是 否可用 0. 925的概率确信，在1000次试验中，>4发 
生的次数在200到300之间？ 

解这是一个问题的正反两种不同的提法. 

(1) 由 X 〜5(300，1/4)知 

/u=E(X) = 300X 1/4 = 75 ， 

，= £)(X) = 300X 1/4X3/4= 225/4, 


由契比雪夫不等式，有 




P { ! X -£( X ) t <50}> l -^/50 2 = 0. 9775. 

(2) 由 X 〜万 （1000， l /4) 知 

/u—E(X) = 250 y cr 2 = D(X) = 375/2 - 

由契比雪夫不等式，有 

P{200<X<300}=P{ |X-250|<50}=/ > { |X-^|<50} 

> l -^ p /50 2 = 0. 925. 

例 7 设在每次试验中，事件 4 发生的概率均为 3/4 .用契比雪 
夫不等式估计，问 ：需要 进行多少次独立重复试验，才能使事件发 
生的频率在 0. 74-0. 76之间的概率至少为 0. 90? 

解设 X 为在《次独立重复试验中乂发生的次数，确定义〜 
5(«，3/4).以 X / n 表示在 W 次独立重复试验中 Z 发生的概率，则 


E 


X 


n 


n 


EOT ) 




n 


XnX 


3 3 




4 4 


D 


X 


n 


n 


DiX ) 






由契比雪夫不等式，有 
P (0 . 74 < f <0.76 


P 


X 


0, 75 


n 


^0* 01 } =P 


— - E ( X ) 

n 


< 0 . 01 


^1 — D 


X 

n 


0. 01 2 = 1 


30000 

16^"" 


所以，要使尸卜. 74<^<0. 76 j >0. 90,即 1 — 90,知《> 

18750,至少应进行18750次试验才能达到要求. 

例8设随机变量 X 的概率密度为 

x m ^ x /m \ , 为自然数， 


/ ( jo ) 


0, 


其它， 


证明： P {0<C:r<C2(m + l) }^m /(m +1)* 

证先计算 X 的数学期望与方差 • 


籲 
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E(X)= xf (jr)dx = ^7 

J -co m! J o m J 

= -77( m + l )! =(m + l ) (利用 r 函数性质）， 

m f ^ 

E(X 2 )= x z f {x)dx~ ^7 jr m+ 2 e' x djr = ~^-r(w + 3) 

J -oo w!Jo ml 

=—-(m + 2) ! =(m + 2 )(m + l )， 
m J 

D ( X )-£( X 2 ) - [£ CX )] 2 = (m + 2 )(m + l)-(m + l ) 2 = m + l . 

由契比雪夫不等式，有 

P {0< X <2 (m + l )} 

= P { — (m + l )< CX — ( m + l)<(m + l )} 

= P {| X-(m + l)|<(m + l )} 

= P { | X - jE ( X)|<m + l » l - D ( X)/(m + l ) 2 
=1 — )/(m + 1 ) 2 — m/(w + D - 

本题和例4、例 6 中都有一个小小的技巧，就是将所求概率式化为 
契比雪夫不等式形式.往往是在求出期望值后，照顾期望值而得出 
e 值，再利用契比雪夫不等式的结论. 

例9已知正常男性成人每毫升血液中平均白细胞数是7300 ， 
标准差是700.利用契比雪夫不等式估计男性成人每毫升血液中含 
白细胞数在5200至9400之间的概率声. 

解确定每毫升血液中白细胞数为随机变量 X ，由题设 

£(X) = 7300, D(X) = 700 2 . 

由契比雪夫不等式，将概率式转化为不等式，得 

P{5200<X<9400}=P{ |X — 7300|<2100} 

>1 — 700 2 /2100 2 = 8/9 - 
例 10 已知 XKX ) = 0, 证明：尸 U =£00> = 1. 

证 P{X=E(X)}^P{X~E(X) = 0} 

=1—尸 { x —£00^0}， 

而 {X-E(X)^0}^{ \X-E(X)\^0} 
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= {J{\X-E(X)\>l/n}. 

这一步转化十分重要，由此可利用契比雪夫不等式，因为 

oo 

P { | X -£( X )|^0} = 2^{ IXU ) 1>士}， 

n= 1 ' ^ 

而 p{ |X—E(X) 士 = 0 ， 

所以 F {| X -£( X )|^0}=0, ” = 1，2,…， 

于是 P { | X -£( X )1=0} = 1-0 = 1. 

二、大数定律及应用 

大数定律的应用，关键是要找到一个随机变量序列，根据计算 
出的 £( 兄)和乃(兄)，确定定理条件是否满足，然后依据大数定律 
解决问题.常用的方法和技巧 是:求 £：( 兄)和乃(足)要用到计算数 
学期望和方差的技巧，利用契比雪夫不等式，利用有关定理与公式 
(如斯特林格公式），利用反证法，等等 • 一定要根据具体情况灵活 
运用方法和技巧. 

例11 设有随机变量序列 { X *} 且相互独立，其分布律为 



— ^/Y ° 

y 2 

Pk 

1/4 1/2 

1/4 


问 ：可否 对此随机变量序列使用大数定律？ 

解 已知尤相互独立，£(兄）= 0，£(沿）=1，又 

D(X t ) = £ ： (Xi)-[£(X A )] 2 = l-0 = l, 

所以，满足契比雪夫大数定理条件，可使用大数定律 • 

例12 设随机变量序列相互独立且同分布，兄 
的分布律为 



— ia 

0 

ia 

Pk 

l/(2/ 2 ) 

1 — \/i Z 

l/(2/ 2 ) 


证明 

w-*oo \ 

证先验证是否满足大数定律条件.因为 






>e 


0. 
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£( 足 ）= 0 , E(X^ = 2t z a 2 Xl/(2i 2 )=a 2 J 


n 


n 


所以 


十 2 X =士2 縱 ㈣ , 


n 


n 


D \^ 

满足契比雪夫定理条件，有 


2>(足) 




limPf 丄 厂0 <e 


即 


limP 


浪 > e 


也可以由契比雪夫不等式得出 


2足—。 >£ l^ D f 


ne 2 


n 


故 


limP 


7 i- 


丄 S 足〉 e 

n 


例 13 已知独立随机变量序 列兄， X 2 , …， X 具有同一分布 

F{x) = \/2 J rl/n • arctan(jc/a ) ， 

问：是 否可以适用辛钦大数定律？ 

解因为 / Cr ) = a /[7 r ( a 2 + x 2 )] ， 所以 


EOO 


nr --- A 

7T(^ 2 +X 2 ) 


2^ r +o ° — 

^ Jo a 


ax 

Zj rx 2 


dx 


而辛钦大数定律要求 £00 存在，故该随机变量序列不适用辛钦大 
数定律. 

例 14 设：^，；^，…，，…为相互独立且同分布的随机变量 
序列，服从 f /(0， l )， 证明： 


n 


n 兄) 


Mn p 


. C ， n 




其中 c 为常数，并求出 c 的值. 


证 令 h = lnX rt ， 则 R ( n > l ) 为相互独立且同分布的随机变 


量序列，有 
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E(Y n ) 


n 




lnxdj ： = xlnj ： 


0 


n 


o 




dj ： = 0—1 = —1 ， 


0 


满足辛钦大数定律，则 


n 


n 


故 

于是 


II 兄) 


n 


l/n 




p 


— 1 ， n 


k 


n 


exp 


n 




p 


e 


n 


C = e"\ 


例 15 证明马尔柯夫大数 定理： 如果随机变量序列叉1， & ， 


n 


C ， …满足 limiD( =0,则对任意 e>0, 有 

Yl r_ , 


limF 


k 


n 


n 


n^i Xk ^Ti EiXk) 


<e 


n 


证先求丄的数学期望与方差 _ 因为 


n 


n 


n 


n 


E 


n 




n 




n 




k 


由契比雪夫不等式，有 


p 


皆广去以自糾/⑽ 


由题给条件，立即可得 


limP 


TV 


n 


n 


-^ X k - — ^ E ( X k ) 

n ( *=i 


<e 


例 16 设兄 ， X 2 , … ，兄 ^ ，…同分布，当 U — 门 >2时， X* 与X 


相互独立，方差 D( 兄）存在，证明 


MmP 


n 


n 


n 




O ) = 1. 


证为简单计，不妨设 


E(Xi) = 0^ E(Xf) =D(Xi) = 1 ^ Z = l ， 2 , …， 


于是 


暑 
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D ( 2足) = £ ( 2 足 ) 2 =2 £( 奶+ 2 2 以又幻 

i=i t=i / =i 

=/2 + 2[£(：^叉 2 )+£(/ 2 叉 3 ) +… +£( X «— JJ ] 
^ n J r 2 n = Zn . 

这里利用了以下条 件：当 纟关々时， 


|£( X ^)|< V £( Xf ) + £( X |)-1, 


从而 


n 


n 




即满足马尔柯夫定理条件，所以 


►0 (72 — 00)， 


limP 




例17设兄， ，…， …是相互独立的随机变量序列，且 
尸{足=士 /!:} = j,n = l ,2, …， 验证： {1} 服从大数定律 • 

证一 £( 兄 )=0, D(D = £ a ： f )= lru ， 且有 


t 7 n n 

i — l i — 1 i = l 

所以 \d( ^X t ) <— — -0 U—oo). 

(—1 

于是，由马尔柯夫定理知，随机变量序列彳兄^服从大数定律. 
证二由斯特林格公式 n ! =， 1/2 ei &， 有 



n 


n 


D i S x 0 = ^ S ln ' = ^ r ln( ^ !) 


% 




n 


2 


n + J 


Inn 一 nH-ln(nv2^t) 


*0 


于是，由马尔柯夫定理知，随机变量序列 { X *} 服从大数定律 • 
例18设{兄>}为相互独立的随机变量序列，且 

P { X n = Q }= l - l /2 2 % n = l ，2, …， 

证明： {/«} 服从大数定律. 
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/ 


证 EiXJ = 2 n 


2 ^-hl 


—T 


2 


2^-hi 


DOCJ = 2 


In 


2 2 


rt-h 1 


+ 2 加 


2 


2» + l 


+ 0X 


+ 0X 


1- 


Zn 


1- 


2n 


0, 




令叉 


n 


n 

《 = 1，2,… ，则五 ( y „) = 0， D<TJ = l * 于是，对任 

~rr n 


意 e >0, 有契比雪夫不等式 


P {\ Y n - E ( Y n )\< e }^ l - 




即有 


lim 尸 —£( YJ |< e } = l ， 


rt m 


所以，随机变量序列服从大数定律. 

例 19 设；，…，又„，…是相互独立且同分布的随机变量, 
兄〜 C 7 U ，6)，/ Cr ) 是 [ a ，6] 上的连续函数.证 明： 


b — a ^ P 

/ >-lim^-^y]/(X t )= fU)dx. 

n 一 oo H ^ J a 

证由^^，^^，…，^，，…相互独立知，/^^)，/^)， 
/( XJ ， …也相互独立. 因为兄 的密度函数为 


茗（工） 


1/(^— a ) , a < x<b ， 

0， 其它， 




所以 E [( b — a ) f ( Xi ) J = ( b — a ) f ( x ) g ( x ) dx = f ( jo ) dx * 


rb 


a 


由辛钦大数定律，有 


M—►OO ft n 


n 




f ( x ) da :. 


a 


若把本题看成积分和的极限，则它提供了一种定积分计算的 
方法. 

例 20 以某种仪器测量已知量 A 时，设《次独立得到的测量 
值为 A ，: r 2 ，…，^.如果仪器无系统误差，问 ：当 《充分大时，是否可 

以取 1 •&(々一 X ) 2 作为仪器测量误差方差的近似值？ 

71 i=l 

解若把: r , 视为《个相互独立同分布随机变量 X , 0‘ = 1，2, 


■ 
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…，”）的观察值，则 £( 兄） =卜！)(兄)=〆 （/=1,2,…， 《). 仪器第，• 

次测量的误差兄一 Z 的数学期望和 

E ( X t — A )= ju — A , 

方差分别为 D ( Xi — A )=( T 2 . 

设 Y , = ( 兄 _ A) 2 ，i = l ，2, … ， n ，则 y , 也相互独立，服从同一 
分布.在仪器无系统误差时，有£(兄一/1) = 0,即#=九于是 

E ( Y i )= E [( X l — Ay ]=£：{[ X i ~ E ( X l )3 2 } 

= D ( Xi ) = a z , / = 1 ，2, …， w . 

由契比雪夫定理的特殊情形，可得 

• \imP{ -S^Y-a 2 < 4 = 1 ， 

…\ n I 

即 UmF( - y ^( X - A ) 2 - a 2 = 

l n ~i I 

从而确定，当〃时，随机变量丄 t (足— A ) 2 依概率收敛于 d 

■ _ * 

i = 1 

即当 n 充分大时，可以取 ft (兄 一 X ) 2 作为仪器测量误差的方 

n 1 = 1 

差的近似值. 

第二节中心极限定理 


主要内容 

1. 列维-林德伯格定理（同分布的中心极限定理） 

设 ：^， x 2 , …，兄,，…是相互独立且同分布的随机变量序列，有 
有限的数学期望与方差， £( X ) = 〜 D (兄)= 〆 关0 G = l ，2, …）, 
则对任意实数随机变量 
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n 


2(兄1) 2兄 


ny. 


Vn a 


V n cr 


的分布函数匕 ( x ) 满足 

limF„(j：) — \imP{Y n ^Jo }= 

rt—oo 



——re 

\/2^ 



« 


1 . 德莫弗-拉普拉斯定理 

设随机变量％ (« = 1，2,…）服从参数为〜/> (0</><1)的二 
项分布，则对于任意的 I ，恒有 


limP 


ln — np 


ynpil _ p) 


< 


x 


rx 




-t 2 /2 






3 . 李雅普诺夫定理 

设 ：^，叉 2 ,…，…是相互 独立且不同分布的随机变量，它们 
分别有数学期望和方差 

£(兄)=片， D ( X y ) = £T-^0, z = l ，2, …. 


n 


记 氏=；2义 若存在正数^使得当 00 时，有 


n 


Bl 


2 +汐 


|兄一片1 2+ $} ^ 0 , 


\ 


则随机变量 


¥1 


n 


n 


n 




z n = 



n 


B n 


D {^) 


的分布函数匕(1)对于任意的工，满足 


n 


n 


limF n (j：) =lim 


n- 


n ， 


2>,—S 




B 




n 






x 


e 


r/z dt. 


• 277 • 



疑难解析 


1. 中心极限定理有什么实际意义？ 

答正态分布是概率论中三个重要分布之一，它是现实生活 
和科学技术中使用最多的一种分布，也是数理统计的重要假设.许 
多随机变量本身并不属于正态分布，但它们的共同作用下形成的 
随机变量的极限分布是正态分布.它们的概率如何计算是一个很 
重要的问题.中心极限定理阐明了，在什么条件下原本不属于正态 
分布的一些随机变量其总和分布渐近服从正态分布. 

2. : f ： 数定律与中心极限定理有什么异同？ 

答^大数定律与中心极限定理都是通过极限理论来研究概率 
问题，研究对象都是随机变量序列，解决的都是概率论中的基本问 
题，因而大数定律与中心极限定理在概率论中的意义十分重要. 

它们的不同在于:大数定律给出的是当时随机变量序列 
的函数(平均值或概率）的 极限; 而中心极限定理则告诉我们，随机 
变量序列总和的分布近似正态分布，总和的标准化随机变量服从 
渐近标准正态分布，而不论随机变量序列服从何种分布.这个问题 
是近两个世纪来概率论研究的中心问题，所以称为中心极限定理. 

方法、技巧与典型例题分析 

应用中心极限定理的关键是，由所给条件构造一个相互独立 
同分布的随机变量序列，使具有有限的数学期望与方差，然后建立 
一 个标准化随机变量，即可应用中心极限定理. 

用中心极限定理讨论的第一个问 题是: 在概率确定的条件下 
求样本数„.解题方法是确定随机变量序列，建立标准化随机变量. 
建立已知概率与标准正态分布的关系式，寻找《的表达式，通过正 
态分布表得出„的关系式即可求出《.技巧主要表现在求随机变量 
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的数学期望和方差上 ，一 般技巧是通过分离组合或者随机变量函 
数的形式来给出和的数学期望与方差，如例1、例3、例7、例9等. 

第二个问题是 :计算 总和在某一区间内的概率.其一般方法与 
第一个问题相同，只是具体操作时后者只需计算两个标准正态分 
布函数值之差就可以了 •没有什么特别的技巧，只要按照一般的方 
法去做即可，如例2、例5、例8等. 

下面通过例题来了解解题的方法和技巧. 

例1在抽样检査某种产品质量时，如果发现次品多于10个， 
则拒绝接受这批产品.设产品的次品率为10%， 问：至 少应抽 
取多少个产品进行检査，才能保证拒绝接受这批产品的概率达 
到 0. 9? 

解设《为应抽取的产品数， F 为其中的次品数，记 

__|1,第纟次检査时为次品， 

X,= |0,第/次检查时为正品， 

n 

则 £( 兄 )= o , 1 ， 

；=1 

/ X 兄 ■)=()• 1 XC 1-0. 1) = 0. 09. 


由德莫弗-拉普拉斯定理，得 


P { lO < Y <, n ) 


P 


10 — nXO . 1 


< 


Y — n X 0, 1 




xo. 


Axo , 1 X 0. 9 Axo . 1 X 0. 9 %/ nXO . 1 X 0. 9 


少 （3 


)-0 


10 — 0. In 


因为 


0 


1 — 0 


1 —少 


10-0. In 


0.3 V 


(10 — 0, In 


0, 


0, 


所以 28=^ n =147, 

0. 3 V n 

即至少应抽取 147 个产品检查才能达到目的. 

例2某车间有150台同类型的机器，每台机器出现故障的概 

率都是 0. 02.设各台机器的工作是相互独立的，求机器出现故障的 
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台数不少于 2 的概率， 

解设机器出现故障的台数为〜5(150,0.02)，则£(；0 


= 3，Z) (叉 ） = 2. 94， ^ DCX ) = 1.715,由中心极限定理，有 

== l - 0 (- O . 5832 ) = 0 . 7201. 

例3某单位有1000人独立地参加防空演习，设每个人能按 
时进入掩体的概率为 0. 9，以 0. 95的概率 估计： 

(1) 在一次演习中至少有多少人能进人掩体？ 

(2) 在一次演习中至多有多少人能进入掩体？ 

解用兄 G = l，2, …， 1000) 表示第/人能按时进入掩体，令 


(1) 设至少有 m 人能进人掩体，使得 
0. 95,因为 

I m —1000X0. 9 < 5^ — 1000X0. 9 | 
/1000X0- 9X0. 1^ %/lOOOXO. 9X0. 1 I ， 


令^^ = 7,则 Y 〜 7V(0，1)， 由中心极限定理，有 


/90 

p{m^s m }=p\y> 


900 


1 — ❿ 


/90 
— 900 

7 ^" 


i— 尸 y< 


900 


/90 


0. 95. 


查正态分布表知 ~^^ = — 1. 65,得 m = 884. 35,即至少有884人 

/90 

能进入掩体. 

(2) 用类似方法可知，至多有916人能进入掩体（请读者一 


试）. 

例 4 设随机变量序列 d} 相互独立，在 [—n，《] 上尤 服从均 

勻分布 ，问： 能否对使用中心极限定理？ 

解能.因为(-〜打），/2 = 1，2，，"，所以£(又）= 0, 
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D (兄 ,）= 02+ n ) 2 /12 = V /3 .满足列维-林德伯格定理条件，有有限 
的数学期望与方差，可对使用中心极限定理. 

例 5 某电站对一万个用户供电.设用电高峰时每户用电的概 
率为 0. 9,利用中心极限定理， 计算： 

(1) 同时用电户数在9030户以上的 概率； 

(2) 若每户用电200 W ， 电站至少应具有多大发电量，才能以 
0.95 的概率保证供电. 

解以 X 记用电高峰时同时用电的户数. 

(1) 所求概率为 P { X >9030}. 因为 
X 〜 5(10000,0. 9)， £( X ) = 9000, D ( X ) = 900, 


于是 P { X >9030} = P 


10000—9000^9030—9000 

-- 


/900 


/900 


= (p 


100 


—少 （1) 〜 1-0. 8413 = 0. 1587, 


(2) 设电站的发电量（单 位： W ) 至少为 x 才能以 0.95 的概率 
保证供电，则因为要 




0 


200 

1800000 

6000 


n , X —9000^ x /200— 9000 


30 

0>0. 95, 


30 


昕以 


1800000 
6000^ 


>1_ 65,得 x >1809900, 即电站具有 1809900 W 


发电量，才能以 0.95 的概率保证供电. 


例6现从某厂生产的一批同型号电子元件中抽取395件，由 

于次品率未知，需要通过次品的相对频率来估计，这时估计的可靠 
性大于95%. (1) 求绝对误差 e ; (2) 如果样品中有十分之一是次 

品，应对怎样估计？ 

解以/?记元件的可靠度. 


(1) j3=p! 


In 



P 


<e vW ( 柯 ）]— 1 ， 即 


少 [e yn/(/>^)]^(H-/?)/2. 
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由 13=0. 95 得 （l + /3)/2 = 0. 975 ,査正态分布表知 

e Vn/(pq ) = L 96=^e=l_ 96 -fpqjn. 
因为夕 +9 = 1 ，所以 />g<l/4，n = 395 , 故 


e < l . 96/(2 /395)=0 - 05. 


(2) 由 


■ 一户 < 和知 


7395 , ^-7395 

395*^^ 


一一 £> 


/?=()• 95, 


而次品的频率(由题设 = 从而得 


0. 10<户<0, 15. 

例7设一条自动生产线的产品合格率是 0.8 .要使一批产品 
的合格率在76%与84%之间的概率不小于90% ，问： 这批产品至少 
要生产多少件？ 

解 设至少要生产 m 件产品，并以 X 记 m 件产品中合格品的 
件数，则 X 〜£( m ，0. 8) .现在要确定 m ， 使满足概率不等式 

P {0. 7 Q < X / m <0. 84}<0. 90. 


(1) 若用契比雪夫不等式估计，有 
尸 {0. 76< X / m <0. 84} 


=P { I X — 0. 8 ot j < C 0. 04 m } 

>1 — (0. 8mX0, 2)/(0, 04w) 2 = l — 100/m. 


由 1 一 100/ m >0. 90,得 m >1000, 即至少要生产 1000 件产品才能 
保证合格品的概率满足要求. 

(2) 用德莫弗-拉普拉斯定理估计，可知当《比较大时， X 近似 
服从正态分布 AK 0. 8爪，0. 16 m )， 于是 


P {0. 76< X / m <0, 84 }=F 



< 


0 . 04 ^ 


0. 4 



^20(0. 1 /^ T ) —1>0. 90, 


査正态分布表知， 0. 1 65,解得 m >26 & 96,故取 
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772 = 269. 


将题 （1) 与题 （2) 比较可知，由中心极限定理估计的 rn 远比由 
契比雪夫不等式估计的 m 精确得多. 

例 8 某地进行的抽样调査结果显示，考生的外语成绩（百分 
制）近似服从正态分布，平均成绩为72分，96分以上的占考生总数 
的 2. 3%.试求考生的外语成绩在60分至84分之间的概率. 

解以 X 记考生的外语成绩，则 X 〜 7 V (72， tx 2 ). 又由题设知 

P{X>96}=f(-~-> 96 ~ 72 | = 1-^( —] =0. 023 ， 

I ^ a I C 


OA 

即少巧 =0. 977 •査正态分布表知， 24/cr=2, 解得 (T=12 •所以， 
X-NC72A2 2 ). 于是 


P{60<X<84 }= 尸 


60—72 




84-72 


1 12 12 J 

少 （1) 一少（_1) = 2少 （1) — 1 


0. 682, 


例9某厂生产的产品次品率为户= 0.1.为了确保销售，该厂 
向顾客承诺每盒中有100只以上正品的概率达到95% ，问： 该厂需 


要在一盒中装多少只产品？ 

解 设每盒中装 m 只产品，合格品数 X 〜 S ( m ，0.9 )，£OO = 
0. 9 m , D ( X ) = 0 . 097 W ， 则 


P{X>100} = l-P{X<100} = l-^( : 「 0 声 =0. 95, 

0. 3 v w / 


所以 100 _ 0 ；1所 = _1, 65, 解得 m = 117, 即每盒至少要装 117 只产 

0, 3 /m 

品才能以95%的概率保证一盒内有100只正品. 

例 10 某药厂对自己的一种药品的广告宣称，这种药品对疾 
病的治愈率为 0. 8. 卫生部门任意抽査了 100个服用此药的人，如 
果其中有多于 75 人治愈，就认为宣称是真实的，否则就是虚 假的. 

(1) 若此药的实际治愈率为0.8,求接受这一宣称的 概率； 

(2) 若此药的实际治愈率为 0.7, 求接受这一宣称的概率 • 
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解 （1) 设100人中治愈的病人数为；〜 B (100,0. 8), 
£(；0 = 80，1)(；0 = 16,依德莫弗-拉普拉斯定理，（叉一80)/4〜 
W (0，1), 于是 . 

1 4 4 4 j • 

= 0(5) — 0( — 1. 25) 

= ^(5 )-l + ^(L 25)=0. 8944， 

即接受这一宣称的概率为 0. 8944. 

(2) 此时， X 〜 B (100 ，CL 7), D ( X ) = 21,£：( X ) = 70. 依德奠 


弗-拉普拉斯定理， （X — 70)/ v^I 〜 iV (0， l )， 故 


P {75< X <100 }=P 


75 — 70 <4V 100 — 70 


/2l 


/2l 


m 




4^(6. 547)-^( l - 091) = 0. 1379 - 


例 11 某厂生产的产品平均寿命为 2000 h ， 标准差为 250 h - 
进行技术改造后，平均寿命提高到2250 h , 标准差不变.为了确认 
这一成果，检验的方法 是：任 意选取若干件产品进行测试，若产品 


平均寿命超过2200 h ， 就确认技术改造成功.要使检验通过的概率 


超过 0. 997,至少应检验多少件产品？ 

解设应检验《件产品.以兄记第〖件产品的使用寿命，则 


1=丄念兄，£(兀）=2250， D ( X t ) 


250: 


由列维-林德伯格定理，有 


n 


P{~^X t >2200 

' i=\ 

=尸{[^]— n £：( D ]/( /7 T ( T )：>[2200 — E (兄） /7 T ]/25 a } 


n 

=/? {[2 足一 (足 )]/(^^)>- v ^ T / s } 



= 1—0( — / V /5) = ^( /7 T /5)>0. 997* 
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f 


査正态分布表知， - AT /5>2. 75,解得 w >189. 0625,故取 《=190. 

例 12 某地有甲、乙两个电影院竞争当地的1000名观众，观 
众选择电影院是相互独立的和随机的， 问：每 个电影院至少应设有 
多少个座位，才能保证观众因_少座位而离去的概率小于1%? 

解 不妨设甲、乙两影_是对称的，故只需讨论甲影院的情 
形.设 

(1, 第々个观众选择甲影院， 

叫 0,其它， 

1000 

则甲影院的观众人数总数兄^而 

k=l 

E ( X k ) = j , D ( X i )= E ( Xl )- lE ( X )l )J = j-ljY = j 

(因为尸 { Xi = 1丨 = 1/2) .又 

« = 1000, nE ( X k ) = n //=500, «< t 2 = 250. 

依列维-林德伯格定理，有 （X —500)/(5/13) 〜 AK 0，1). 于是，若 
应设座位数为 M ， 则 

尸{叉<馗}-=尸{(又一500)/(5/1^)<0/—500)/(5/1^)} 

=^[( M -500)/(5*/ l 0)]>0. 99. 

査正态分布表知， ( M -500)/(5 /10)>2. 33 ， M 应取537,即每个 

电影院至少应设537个座位，才能符合要求. 

例13设 X 1? X 2 ,-, X „ 相互独立，且都服从泊松分布 ? r ( l ). 

n 

令兄，证明：当⑺时，— n ) In 的极限分布是标准正 

| = 1 

态分布. 

证因为 £( X /) = 1 , D ( X ,) = 1 ，z = l ，2, …， n ， 

n ^ 

所以 E ( YJ = E [ … D ( Y n )= D { ^ X t )= n . 

t = 1 I = 1 

由列维-林德伯格定理，有 
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Y-E(Y n ) Y- 


VnDCYJ 


N ( OA )^ 


例 14 证 明：当 


时，有 


1 + ” + 7TT 乃 2 + …+ 


证设义《 ( n > l ) 是相互独立且同分布的随机变量序列，足 
服从参数为1的泊松分布，则对每个 n ， &服从参数为《的泊松分 
布.依列维-林德伯格定理，有 

(又一 n )//7 T 上 7 V (0，1)， 

所以，由标准正态分布的对称性，得 


YimP{(S n —n)/ \/^T ^0 } = lim {S n ^n } 


lim 


l+n + —w 2 H - h 


硕士研究生入学试题分析 


一、 本章考试要求 

1. 了解契比雪夫不等式. 

2. 了解契比雪夫大数定律、伯努利大数定律和辛钦大数定律 
(独立同分布随机变量的大数定律)成立的条件及结论. 

3. 了解列维 ••林 德伯格定理(独立同分布的中心极限定理)和德 
莫弗-拉普拉斯定理(二项分布以正态分布为极限分布)的应用条件和 
结论，并会用相关定理近似计算有关随机事件的 概率. 

二、 本章重点内容 

契比雪夫不等式及其应用，列维-林德伯格定理及其应用. 
大数定律与中心极限定理. 

1. 设不， X 2 ，…，，…为相互独立且同分布的随机变量序 
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列，并均服从参数为 A ( A >1) 的指数分布，记步 U ) 为标准正态分布 
函数，则 （ ）_ 


n 




(A) limP 


A / 




n 




(B) limF- 


( C ) HmP 


VnX 

如- 

i=i 

~~7^ 


< 




卜=步(工） ； 


n 


2 足 — A 


(D) limiH 


vnA 


< 






j 


(2005 年四） 


解选 ( C ). 因为 £( 兄 ) = 1/ A ， D (兄 ) = 1/ A 2 , 所以 


E( y^Xj) =n/Af D[ y]Xj) =n/k z . 

i—i *=i 

2. 设随机变量 X 的数学期望五(义)=^，方差 D(；Q = ct 2 , 则由 
契比雪夫不等式 

P {\ X - fx \>^}< _ • (1989 年四） 

解契比雪夫不等式为 

将 e =3 ff 代入即得 P {| X —/ i |>3< r }< crV (9 a 2 ) = l /9, 

3. 某保险公司多年的统计资料表 明：在 索赔户中被盗索赔户 
占20%•以 X 表示在随意抽査的100个索赔户中因被盗向保险公 

司索赔的户数. 

(1) 写出 X 的概率分布； 

(2) 利用德莫弗-拉普拉斯中心极限定理，求被盗索赔户不少 

于14户且不多于30户的 概率. （1988 年四) 
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解 （1) X 〜 S (100,0.2)， 所以 
P{X = k )= C k 100 XO . 2 k X 0. 8 100 ^\ 々= 0，1，…， 100. 
(2) P {14< X <30} 


J 30-100X0. 2 

=<p — . . 

7100X0, 2X0. 8/ 

= 少（ 2. 5)-^( — !. 5) = 


_J 14-100 X 0. 2 1 

7100 X 0. 2 X 0* 8 / 
必 （2.5)+ 步 （1.5) — 1 


查表 

—0, 994 + 0. 933—1 = 0. 927. 

4 . 假设兄 ， X 2 ，…，是来自总体 X 的简单随机样本 ：已知 
EX k = a k (々=1，2,3,4)，证 明：当 n 充分大时，随机变量 



近似服从正态分布，并指出其分布参数. （1996 年四) 

证依题 意足， 不，…，兄 1 相互独立且同分布，可见幻，幻, 
…，也相互独立且同分布.由 U = l ,2,3,4)， 有 

£(Xf) = a 2 , D(Xf)^E(Xt)-[E(XDy = a A -a^ 


n 


E(Z n ) = j^^E(XD=a z 


mz n )=^- 2 ^D(XD 

T _ ， 

f 1 


q — 4 

n • 


因此，根据中心极限定理 


U n ^( Z n - a 2 )/^(〜 — #)/« 〜 JV (0，1) ， 

即当《充分大时，乙近似服从 ak « 2 ，（〜 一《!)/«). 

5 . 设随机变量 X 的方差为2,则根据契比雪夫不等式有估计 

P { \ X ~ E ( X ) |>2}<__ 一. （2001 年一） 

解由契比雪夫不等式 

P {| X -^|> e }<^ 2 / e 2 , 

将 < r 2 = 2, e =2 代入即得 1/2. 

6. 设随机变量 X 和 y 的数学期望分别为 一2 和2,方差分别为 
• 288 • 




1 和4,而相关系数为 一 a 5,则根据契比雪夫不等式，有 

P { jx + r |>6}< _ . (2001 年三) 

解 £( x + y )- E ( x > + £( y ) = o , 

D ( X - hY )= D ( X )-\- D ( Y ) + 2 cov ( XY ) 


=DiX)^-D(Y)-\-2pxyVDUn VD(T) 

-1 + 4 —2 X 0. 5 X 2 = 3， 

所以 P { iX + Y |^6}<3/36 = l /12. 

7. 设随机变量 X 和 Y 的数学期望都是2,方差分别为 1 和4,而 
相关系数为 0. 5,则根据契比雪夫不等式，有 

P{jX-y|> 6 }< _ . (2001 年四） 

解 £( X - y )-£( X ) - £( Y ) = 0, 

D ( X - y ) = D ( X )+ D (7)-2 cov ( X , y ) 


= D(X)+D(Y)-2pxy VDiX ) VDCY ) 

= 1 + 4 —2X0. 5X2 = 3, 

所以 P { | X - r |>6}<3/36 = l /12. 

8. 一生产线生产的产品成箱包装，每箱的重量是随机的.假 
设每箱平均重 50 kg ， 标准差为 5 kg . 若用最大载重量为 5 t 的汽车 
承运，试利用中心极限定理说明 ：每辆 车最多可以装多少箱，才能 
保障不超载的概率大于 0. 977 (少 (2) = 0. 977, 其中少 Cr) 是标准正 
态分布函数）. (2001 年三、四) 

解设 X , 0_ = 1，2,…， 《) 是装运的第彳箱的重量(单位 : kg)，w 
是所求箱数.由条件可以把，…，视为相互独立且同分布 
随机变量，而 n 箱的总重量 

7^=：^ + ；^ 十… + X n 

是相互独立且同分布随机变量之和. 

由条件知 

E ( X t ) = 50 Vn ( xl )=5, E ( T n ) = 50 n ^ D(TJ = 5 

根据列维-林德伯格中心极限定理，乃近似服从正态分布 
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iV (50 n ，25 n ). 箱数 n 取决于条件 


尸{7\<5000}=尸 


50^/5000 —50 n 


n 


n 


^0 


1000—10 n 


n 


>0, 977 = 0(2) 


由此可见 100 ^^ >2, 

V n 

从而 n <98. 0199,即最多可装98箱， 


9. 设随机变 量不， 又 2 ,… ，足 相互独立 ，又 = ^+ X 2 + 〜 + 
，则根据列维-林德伯格中心极限定理，当《充分大时，&近似服 
从正态分布，只要不 ， x 2 ，…， x ( ). 

( A ) 有相同的数学期望； （ B ) 有相同的方差； 

( C ) 服从同一指数 分布； （ D ) 服从同一离散型分布. 

(2002 年四） 


解选 （ C ). 因为列维-林德伯格中心极限定理 要求不，不， 
…，; C 相互独立且同分布，有有限的数学期望与方差， £( X ( )= 户， 


所以 


D(Xi) =a 2 ^0 (i = l ， 2,…， /!)• 
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第六章数理统计的基本概念 


第一节随机样本 


主要内容 

1. 总体与个体 

研究对象的某项数量指标的全体称为总体.总体中的每个元 
素称为个体.总体按所含个体的多少分为有限总体与无限总体.总 
体通常用 X 来表示，总体的每个个体的取值是随机的，在客观上 
有一定的分布，所以 X 是一个随机变量 . X 的分布函数与数字特 
征就称为总体的分布函数与数字特征. 

2 . 简单随机样本 

设 X 是一个具有分布函数 F 的随机变量，从总体 X 中随机抽 
取的有同一分布 F 的《个相互独立的随机 变量； ^， X 2 ，…，，称为 
总体 X 的一个容量为《的简单随机样本.按样本实行的一次抽取 
的具体值，记为 A ，: r 2 , … ，: r n ，称为 —组样本观察值- 

n 

F" (xi ， … ，工 „) = JJFCx, ) 

i = i 

称为样本 ^， x 2 , …，兄的联合分布函数. 

n 

尸 （ X ” J ：2, …，工《)= Jl/k ) (若存在） 

/=1 

称为样本足^：^，…,的联合概率密度. 
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3. 统计量 

设尤 ，兄 ，…，足是来自总体 X 的一个样本， 
g ( x li x 2 i - i x n ) mx 1 , x 2 i -^ x n 的一个不含任何未知参数的连 
续函数，称 〆 兄， x 2 , …，; o 是一个统计量.统计量也是随机变量. 

4. 一 些常用统计量 

(1) 样本均值 x =-2^« - 

n 1-1 

(2) 样本方差 

S ^^ y ^ x - xr^^l ^ Xf - nX 2 ). 

(3) 样本标准差 S = 

(4) 样本々阶（原点）矩 A k = — ^^ XU 是=1，2,… ■ 

n i-i 

(5) 样本々阶中心矩 , 々=1，2,…， 

打，.一 1 

它们的观察值仍分别称样本均值、样本方差、样本标准差、标本々 
阶矩、样本々阶中心矩. 

5. 经验分布函数 

若总体为/，兄，；^，…，：^是 X 的一个样本，将样本的一组观 
察值 A a ， …， x „ 按大小排成顺序统计量 x ; < x 2 * 0“0:，贝 lj 

^0， x < Cx ^ , 

F n (工） = 弋々/”，工： 上 jT +1 ， 々 = l ，2 r "，打 1， 

、1， x ^> x *. 

称心 Cr) 为经验分布函数，其图形为一阶跃曲线. 

疑难解析 

1. 为什么可以把总体看成_个随机变量？ 

答当总体表示某项数量指标时，对于 X 的每个个体，都有 
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一个对应的取值.这个取值有一定的分布，而且具有随机性，所以 
X 是一个随机变量.因此，对总体的研究就转化为对随机变量的 
研究，了解了随机变量 X ,也就了解了总体 .X 的分布函数和数字 
特征就是总体的分布函数和数字特征. 

2. 简单随机样本有什么特点？有什么意义？ 

答要了解一个总体，当然最好是了解每一个个体，但这样太 
费时间，代价也太高，因此，用抽取样本的方式来了解是最好的选 
择.为了使样本 XpA ，… ，又 具有充分的代表性，应该：（1) 兄， 
X 2 ，…， X „ 相互 独立； （2) X 中每个个体被抽到的机会相等.满足 
这两个条件的样本就是简单随机样本. 

因为简单随机样本具有充分的代表性，所以用从简单随机样 
本得到的信息去推断总体有可靠的依据.而样本分布函数与样本 
概率密度又为引进统计量，将样本中信息集中起来，进而为推断总 
体提供了有效的途径. 

3. 统计霣有什么意义？为什么统计量中不能含有未知参数？ 
答样本是总体的反映，又是进行统计推断的依据.但样本反 

映的信息是零乱的、无序的和分散的，所以要针对不同的问题构造 
样本的不同函数，将信息集中起来，以便进行统计推断和研究分 
析，使之更易揭示问题的本质.统计量就是样本的不含未知参数的 

连续函数.例如 ， x = 兄是一个统计量，不含任何未知参数， 

n 

i = 1 

它排除了关于/的信息，集中了关于；《的 信息. 

连续性是为了保证统计量仍然是随机变量而提出的，同时也 
为以后用数学分析方法研究统计量（如极大似然函数）提供了条 
件. 

不含未知参数，则统计量只与样本有关，而与总体无关.若含 
有未知参数，则无法依靠样本观察值来求未知参数的估计值，因而 
失去利用统计量估计未知参数的作用，这是违背我们引进统计量 

的初衷的. 
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4. 经验分布函数与分布函数有什么关系？ 

答经验分布函数是由总体 X 的一个样本兄,又 2 , …，; C 的 
一 次实现力，^ 2 ,…，心构造的一个函数.它既是 X 的函数，又是顺 
序统 计量兄 * X :的函数.显然，它对不同的样本，不同次 

的实现是不唯一的. 

经验分布函数 F „0 r ) 在样本的一组观察值确定后就确定了. 
它具有：（1)单调不减性•当^<心 时，^ (々）<尸„02： 2 ).(2)有界 
性 (3) 右连续性 . FCr +0)= F ( x ). 因此，经验分布 
函数 /^ Or ) 是随机变量的分布函数.事实上，它可以视为一个概率 
分布为 

P{X = Xk) = l/nt & = 1 ， 2,…， w 

的离散型随机变量的分布函数. 

经验分布函数 F „ Cr ) 的值依赖于样本观察值，不含未知参数， 
是一个统计量.又因为对每一组样本观察值，有不同的 F „ U )， 所 
以经验分布函数又是一个随机变量.由格里文科 ( W . Giivenko ) 定 
理，当 oo 时， / r n ( x ) 关于工依概率收敛于 FCz ). 因此，当《充分大 
(m>50, 最好; 1>100) 时，用仄 ( x ) 代替 F (: r ) 是可行的. 

方法、技巧与典型例题分析 

本节的例题主要是加深对数理统计基本概念的理解，利用概 
率论中学习过的知识和数理统计基本概念的定义进行计算，或者 
验证一些命题.一般可以直接计算. 

一 、总体、样本及其分布、样本的数字特征 

例1某厂生产的某种电器的使用寿命服从指数分布，参数夂 
未知.为此，抽査了《件电器，测量其使用寿命，试确定本问题的总 
体、样本及样本的分布. 

解总体是这种电器的使用寿命，其概率密度为 
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fU ) 


Ae 

0, 


Aj 


工 >0, 


(A 未知 ）. 


样本， … ，又是 n 件某种电器的使用寿命，抽到的 n 件电器 
的使用寿命是样本的一组观察值 . 样本 : ^ ，义 2 ,… ，足相互独立， 
来自同一总体 X ，所以样本的联合密度为 


/( 工 1， 


， x fl ) 


卞)，々， w ”>0, 


0, 


其它 . 


例 2 设 :^ ， x 2 ， … ，是总体 X 的一组样本观察值，则使 


a) 2 取最小值的 a 等于什么？ 

1=1 

解设 /u)=S]u-a) 2 , 求其极值 . 求导，即 

1=1 

n 

fa (^) = — 2^ {xj — a) ， 

. / =i 

令上式等于零，得 

n 

i — l 

又 /T(a) = 2 〉 0 ， 

« n 

故当 a = 一 D; 时， ^( 尤 , 一 a) 2 取最小值 . 

n (=1 i、i 

例 3 设随机变量 X 〜 7V(1 ， 4) ， 兄， X 2 , … ， 不 。。是 X 的一个样 
n 100 

本，又 = ，•若 〜 7V(0 ， 1) ， 求 a J 的值 • 

解 X 〜 7V(1 ， 4 )， 则 X 〜 iV(l ， l/25 ) •而 

y= a X+6 〜 7V(a + 6,a 2 /25 ) ， 

又 y 〜 AK0 ， 1), 所以 ， a = ±5,6==F5. 

例 4 设兄，又 2 ， … ， X 为 X 的一个样本， X 〜 "( 户， 〆 ），求 X 


的分布， ^> 义（山 #0 ，常数）的分布 . 

1 

解 X 〜 N{fJL ， a 2 、 、则 £(X) = 户， D(X)=tr 2 , 故 


暑 
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EiX ) = -^^^ E ( Xi ) = — n ^ = ^j 

i 

n T^x n n 

即 X - N ( fx ^ 2 / n ). 

n n n 

E[y^ja.Xj ]= ^a t E(Xi) = " 2 义， 
f = 1 i ^ 1 i - ^ 1 

乃 [!> x j = 1> 出 ( 兄 ) = /Sd ， 

f =i t‘=i 

n 妁 n 

即 Yj ai X t 〜 N [ 〃2 a *， a2 2 a 0 • 

i—i i=i i 

例 5 总体 X 的一组容量为 5 的样本观察值为8,2,5,3, 7 ,求 
样本均值 L 样本方差 S 2 、 样本二阶中心矩匕及经验分布函数 

F b (x). 

解由定义5 = + (8 + 2十5 + 3 + 7) = 5， 

5 2 = 1- [3 2 +(-3) 2 + 0 2 + (-2) 2 + 2 z ] = 6. 5, 

〜 =音[ 3 2 + ( — 3)2 十 0 2 + ( —2) 2 + 2 2 ] = 5.2. 

0, x <2， 

0.2， 2<工<3， 

0.4， 3<工<5， 

Fs ( x )= |0.6, 5< x <7, 

0.8， 7<工<8， 

、1， sc ^ S . 

例6设总体 X的分布函数为 F (: r)， 经验分布函数为’„0：)， 
证明： 

_£[凡(工)]=厂(工)， D[F„(x)] = - ~ - F(a：)Cl — ’(:)]• 

证引人随机变量 wF n ( x )， 则 
• 296 • 



P{nFA^)=k}=CtF k (x)ll-F(a:)^\ 々 = 0 ， lr" ， n ， 

其中 F ( x ) 是 X 的分布函数，所以，由二项分布 5 Ga ，/0 的数学期望 
与方差公式知 

E [ nF n { x )^\ = nF { x )==^ E \_ F ri { x )^\ = F { x ) , 
Z )[^ F n ( x )] = nF ( x)[l — F (^：)] 

^=- D [ F rt ( x )] = — F ( x )[ l - F ( x )]. 

n 

例 7 设总体 X 〜，…，足是 X 的一个样本，求 
£(X),£(5 2 ). 

解 £00 = 1/A, D(X) = 1/A 2 , 

£(X 2 )=D(X) + [£(X)] 2 = 2 /A 2 . 

由于尤，；相互独立且同分布，故 

£( 又）=丄^>(足)=丄.今=去， 

« « A A 

E ( X 2 )= D ( X ^ + IE ( X )? = ^ - f + ~r = ^_ I , 


E (5 2 )=£ 


J1 




n 


-^[^E(XD-nE(X^] 


2 n + 1 


A 2 . 


例 8 设兄 和义分 别是样 本尤， X 2 ，…，厶的样本均值及样 
本方差.若添加一次试验，则样本扩展 为不， 又 2 ，"•，足，足 +1 ，其样 
本均值和样本方差分别又《 +1 和义 +1 .证明下列递推公式 成立： 


X n +1 = X ,+ 


1 


w 十1 


( X „ +1 - XJ , 


^ +1 

证用定义证. 


71 — 1 


n 


义+ 


n + 1 


(X 


fl+i 




XJ 2 . 
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fl +1 


w + 1 


n 


n + 1 n 


[(XH + … +D+X rt +i 


丄（兄+ 不 + …试） + 


w + 1 


X rt 


+i 


n 


x+ 


n + 1 


X 


s 


rt +1 


n+1 

i n+l _ 

^ j(Xi — Xn + \) 


11+ 1 


x n + 


n-\~l 


( X n +1 - XJ . 


n 


n 


«+1 

2 兄-士又 


n~h 1 w +1 


X 


n +1 


n 


n 


2 


( n )+ 


n + 1 


n 


n + 1 


X , 


+ i 


+-(x„ 

n 


+ i 


TL 1 


X 


rt +1 


n —— 1 


n 


n 


-- (X ； — X rt ) 2 + 2(X n — X n ^0 

n — lf~rr 






n —— 1 


n 


si + 


( X n+ i — X n ) z . 


n-\-\ 


以上公式阐明，当样本容量再增加一个时，可以利用前”个数据得 

出的均值和方差添加新的数据得到新的样本均值与方差， 

例9设有； V 个产品，其中有 M 个次品，进行放回抽样.定义 


兄 如下: 




1，第；次取得次品， 
0，第纟次取得正品. 


求样本兄，叉 2 ,…，足的联合 分布. 

解因为是放回抽样，所以足，1，…，尤相互独立且同分 

布，且 

P { X / = 1} = ^, — 

因此兄,叉 2 ，…，又的联合分布为 
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P { X l = jc l ^-, X n ^ x n } = (M/Ny- i \l-M/N) — 1 • 

例 10 设 X 和圮是 样本： ，…， x „ 的样本均值和样本方 


差，作数据变换3/，= (: r ,— a )/ r ，/= l ，2,… ， w .设 Y 和济为样本， 
&，_••，!％的样本均值和样本方差， 证明： 


(1) X = a-\^cY ; 


证 （1) 


(2) S 2 x = c z Sh 


n 


n 


Y 


n 




n 


S 


X — CL 


c 


n 


n 




X , 


c 


a 

c 


X 


€ 


a 

c 


即 


X = a+cY. 




n 


(2) 51 =^^(X-Xy = ^^l(Y t +a)-(a+cY)^ 


2 


n 


^{Zc^-yy^s 


Y 


这两个式子可以用来简化运算，特别是数据数值较大或者带 
有小数时，应用这两个式子可以给计算带来很大方便. 

例 11 设随机变量 X 的概率密度为 / U )， 数学期望 E ( X ) = 
fx ， D { X 、=》 存在，兄，叉 2 ,…， X 是 X 的一个样本，又是样本均 
值，则有 （ ） 成立 • 


( A ) 又〜 / Cr ); 


( B ) min { X , } —/( x ) ； 


n 


( C ) max { X ,}〜/( x ) ; ( D ) 〜 ；[[/(々)• 

i «« /=1 

解选 ( D ). 由于，…，相互独立且同分布，因而联合 
密度等于各边缘密度之乘积. 

因为 X 〜 /( x ) ，所以 ZXX ) =丄!)(兄)=丄 〆 ，即所以 （ A ) 不成 

n ti 


鬌 


^ Y=min { X ,}，则 

Fy( j:) =P {y^x} = 1 — P {Y^j:} = 1 — jP{min{X, }^r} 
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= l—p { XX {D:} } =1 —[1 —i r x(x)]^Fx(x), 

i=i 

所以 （ B) 不成立 . 

%Z = max{^} ，贝 [j 

n 

F z ix) =P{Z^jc} =P{max {X^^x} =P { JJ {X^x) } 

i<t<« i=i ' 

71 

= J[P{ X t <n } = [Fx(x)]^F x (x), 

£ = 1 

所以 （ c) 不成立 . 

二、样本统计霣的概率与样本容霣的确定 
当总体已知时，对于从总体中抽取的样本，往往要计算样本统 
计量落人某区间内的概率，或是在概率已知的条件下计算样本容 
量要取多大.其基本解 法是： 由总体的分布确定样本统计量的分 
布，然后查表，求出概率；或者由概率与样本容量的关系式确定《. 

例12设总体 X〜 iV(20,3)， 从X中抽取两个样本不， X 2 ，…， 
不 。和7 1 ，>^，，"，>^，求概率尸{|^—7|>3}. 

解因为 ，…， 足。和 ，…， y i5 相互独立且同分布， 
所以X〜 N(20,3/10)，F~iV(20,0_ 2), 于是 X—F 〜 AK0,0. 5). 

P {\ X - Y \> 3 }= P { |X-F |//05>3/ 

= l ~ P { |X-~Fi//0^<3//D75} 

= 2[l-^(3 / /0T5)] = 2(l-0. 6628) 

= 0, 6744 (查正态分布表）. 

例 13 设;，…，为总体 X〜5(1，/>)的一个样本，户未 

知，则尸{叉=是/« }=( ). 

(A) p ； (B) 1 — p ； 

(C) 0*(1-/))"-*; (D) C k n {\~pYp n - k . 

解选 （C). 因为不 ，X 2 ，…， X„ 相互独立且同分布，所以 

n 

^ 足〜 502, 声），于是 
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P {^x t =k}=c k n p k a-py-\ 

i— 1 

而 pjx = A | = P {2] x t= ^. 

例 14 设总体 X 〜 W (/^， a 2 ), 若要以 99. 7%的概率保证偏差 
IX —浏 <0. 1, 问：在 <7 2 = 0. 5时，样本容量 M 应取多大？ 

解要使 | X — H <0. 1，即要 

Pi\x-ju\< 0 . 1 }=P{ — 5/n<0. l/ZoTsT^} 

= 2 ^( 0 . 141 ^Tn ) — 1 = 0 . 997 . 


査正态分布表知 0, 1417^ = 2. 97,所以 ” = 444- 

例 IS 设总体 X 〜 NX 3. 4,6 2 )，兄，义 2 ，_"，足 为 X 的一个简 
单随机样本，要使尸 U . 4< X <5. 4}>0. 95,样本容量;1应取多大? 


解由题设知 ， （X — 3_ 4 V (6//7 T ) 〜 AK 0，1)， 故 
F {1_ 4< X <5. 4}=尸{ | X -3. 4|<2} 





= 2 <P 



-1^0. 95 


>0 



>0. 975. 


査正态分布表知 W /3>1. 96,所以; 2 = 35. 

例 16 设总体 X 〜识^)，：^,；^，…,：^ 为 X 的一个样本 ，声 

未知 ，问： 对每个/> (0</><1)，》应取多大，才能保证 

£[(X-^) 2 ]<0. 01? 

解 祖为 E ( X )= p ， DOO = pq ， E ( X )= p ， DOO = pq / n^Jf 

以，要使 

ElCX - p ) J ^ D ( X )= pq / n <0. 01, 

应有100/^=100 — 但由不等式性质知，/ >(1— /0< 

1/4,故 n >25. 
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例 17 设兄，叉 2 ， … ，尤是来自总体 X 〜的一个样 
本，求满足下式的最小《值 

P{\S 2 ~o 2 \Ka 2 /2)X). 8 . 

解将不等式变形，得 


P{ |5 2 -^ 2 1< 


a 4 


P 


S 2 




1 


<1 


尸 


G ‘ 


-1 



20 


Vn — l 


2/2 


j 


2 / 1 Vn — 1 

/y 


_ 1^0. 8 




K 


Vn — l 

2 /T 


j 


>0. 9 


査正态分布表知一 n y —— ^^1- 28,故 w=14. 

2 /y 

例18设总体又〜 AKp，4)， 样本兄 ，X 2 ，…，兄 1 来自X,样本 
容量 M 取多大时，有 

(1) E (\ X —// 1 2 ) ^ 0. 1 ； (2) P{j X—/^ | ^0. 1 }^0. 95? 

解 （1) 因为五（|又一川 2 )=Z)( 又 ）=ZX；OAi， 所以 

E {\ X — ju 1 2 )^0. 1=^4/ l=>^n>40， 

故当样本容量《 = 40时， E(|Y— 户| 2 )<0. 1- 

(2) 由中心极限定理，要使 
F{|X-^|<0.1} 


P\ |X-^|/VD(X)<0. }>()• 95’ 


必须 


2 <P 


因为 



0.1 Nd(X) ~1>0. 95 




0 



0.i Nd(X) >0. 975. 


D(X)^D(X)/n = i/n, 


所以，査正态分布表知 0. 05 96, 即 n = 1537. 

例 19 设总体叉的密度函数为 


* 
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/(X) 


|工|， |工|<1， 

0, 其它， 


不，义 2 ， … ， X 5 。 为取自 X 的一个样本 ，求： 

(1) £( 又）和 D(Z); (2) E(S 2 )i (3) P{\X\>0. 02}. 


故 


解 EOO 




n 


\x IxdjT^O » 


D ( X ) = £( X 2 ) = 


\x\jo 2 djo—2 


—1 


x 


tir 


o 


(1)E(X)=£(X)^0, D m = ^mx)^ n = ^ 


(2) E(S 2 )=E 


n 


n 


占 2( u ) 2 

i=i i =1 


n — 1 


ZXX) = 


n 


1 In 2n(n — l) f 


£(5 2 ) 


2X50X49 490CT 

(3) 尸 {|X|>0. 02} = 1 — 尸 {|X|<0. 002} 


1 一尸 


X-/u 

/ DU ) 


< 


0, 02 — M 

Vdoo 




1-F{10|X|<0*2} 
2 — 2< P (0. 2) 

0. 8414. 


第二节正态总体下的抽样分布 


主要内容 

1 . 样本均值又的分布 

设 ;5 ：〜， …, 足是 X 的一个样本，则样本均值 
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又= if 足是统计量，且 

H i=l 

H 〜 或 （ X —/0/ 〜 AK 0，1). 

iX — ( t ) / 也称为 U 统计量. 

2- : 分布 

设X〜 JVCCM)，^ ，兄 ，…，兄 1 是叉的一个样本，则 

n + xi + … +；a 

的分布称为服从自由度为《的分布，记为/〜; t 2 u).;e 2 oo 分布 
的概率密度函数为 


f ( y ) 



: v >0, 

其它. 


若 x 〜 mM 2 )， x ” x 2 ，…， Xn 是 x 的一个样本，则 


n 


X 2 = ~^j(Xj — ^) 2 — X 2 (n). 

G ^7 


f 分布具有以下 性质： 

(1) 若#〜 Z 2 (”）， 则 £ a 2 )=«， ZKZ 2 )=2”， 

(2) 若兄 〜^ 020 ，；^ = ：^ 〜# ( n 2 ), 且相互独立， 


则 


Xi+x 2 = ： d+;d 〜;^( 〜十 〜）. 

此结果可以推广到有限个 z 2 分布相加的情形. 

3. /分布 

设总体义〜"(0，1)，卩〜；^00,且叉，7相互独立，则称随机变 

量/=-^服从自由度为 n 的，分布，记为，〜 ZOO . K «) 分布的概 

vY/n 

率密度函数为 


p / n -\~\ n+l 

1 2 t 2 2 

f ( o = i / V i +- 

y^r 4 1 n, 


, —00<0<+00. 
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t 分布具有以下 性质： 

\imf(t) = —^rz ： e~~ t n . 

v 2 兀 ， 

对 K 〃） 的上 《 分位点，由 / ⑴的图形对称性得 

t 1 ^ a (n) = — t a (n). 

4 . 尸分布 

设总体 t / 〜 /(〜） 与纩 相互独立，则称统计量 F 

==_服从第一自由度为^，第二自由度为《 2 的尸分布，记为，〜 

的概率密度为 



/^(y) = ] p 


V 


行1 



0 , 






n, 

i 


( y ) 


f ! i _, 

rt i 


l+~y 

n z 



: y>0. 




若 F 〜 FCnnh ) ，则 1/ F 〜 FOi 2 ，〜: L ^ 

5 . 正态总体样本方差 V 的分布 

设总体又〜〜(",/)，叉 1 ，又 2 ，_“，^是叉的一个样本， 1 5 2 = 


n 


-±,^ Z ( x - xy 是样本方差，则 

丄 ■ ， 

1 = 1 

CD & 孝 2 〜" ”― 1); 


C 1 


(2) X 与5 2 相互独立* 


由此可以 推出： 

若 X”X 2 ，…， 是 X 〜 iV (/ i ， a 2 ) 的一个样本，则 


X-M 

s/Vf 


tin 一 1 ), 


若 …， 〆 ）的一'个样本， iMz ， …， y « 2 

是 y 〜 W (> 2 ， cr 2 ) 的一个样本，相互独立 U 是两样本的样 
本均值， s ?， s 2 2 是两样本的样本方差，则 
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其中 


(X—Y) — (内一/^) 


S w V l/n x -\-l/n 


2 


— 2) ， 


5tv = [(n x — l)5iH~ (n 2 — 1)S!]/(”i+/z 2 — 2). 

设不， ^，…，心是义〜^^〜…的一个样本，：^:，…，：^ 
是 F 〜 iV (内， 4) 的一个样本，它们相互独立，若出 ，沿 是它们的样 
本方差，则 


SIM 

S\/a\ 


〜 F(«i — 1 y n z — 1 ) 


疑难解析 


1. 什么是自由度？怎样计算自由度？ 

答 自由度通常是指不受任何约束、可以自由变动的变量的 
个数.在数理统计概念中，自由度是对随机变量的二次型而言的， 
因为一个含有《个变量的二次型 

n n 

SS aijXiXj (aij = a 力”， 1 ， 2 ，…， n) 

/—I >=i 

的秩是指对称矩阵 4= (%) n x n 的秩，它的大小反映《个变量中能自 
由变动的无约束变量的多少.所谓自由度，就是二次型的秩. 

计算自由度有两种方法，举例如 下：求 统计量 i (兄 一 Z ) 2 的 

1=1 

自由度. 

一种方法是 ：因为 


n 


n 


n 


n 


^ ix t ~xy = 2 X < 2 -^ 2 = S^ 2 


n 


( 別 


2 




n 


n 


U 1 -兄 2 +H - 1 XiXj 

i=l \ / 1 




x t ax. 
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其中 X 


xa 


X 


n 


A 


n 


n 


n 




# 

_ 


n 


嘩 

■ 

* 


n 


n 


n n 


通过矩阵的初等变换可以求得 A 的秩为〃一 1，所以统计量 


n 

的自由度为 m -1. 

1=1 

另一种简单的说法是，因为统计量的样本容量为〃，统计量中 
含有又，而又=丄(不 + X 2 +"*+ Xj 是一个约束条件，所以统计量 

n 

的自 由度为 n —1. 


在一般的问题中，通常都采用这种简单的说法.如 


(n-l)S 2 

a z 


X-fx 

S /^fri 


中因为 含又和 S 2 , 是一个约束条件，所以自由度为 72 —1; 而 


中含有 X 和 F , 有两 个约 束条件，所以自由度为 

* Sh / V 1/«1 + 1/«2 


«i+w 2 — 2. 

2. U 分布、£分布、/分布和 F 分布等统 计最之 间有什么联系 
与区别？ 

答这些分布都是正态总体下的抽样分布，都是在正态总体 
的前提下，用不同的方式构造出来的.因为构造的形式不同，所得 
的分布就不同，所以它们既有联系又有区别. 

例如 J 分布与标准正态分布十分相似，当^时，两者没有 
大的 区别; 但当《较小时，区别就较明显了•如£分布在 UI — 〜，密 

度函数是 kr ” +1 数量级的，而标准正态分布的密度函数是 e _x2/2 
数量级的.因此， r 分布只有最高到（《—1)阶（整数阶）的矩，而标 
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准正态分布有任意阶矩，且 £ 分布的方差（若存在）也比标准正态 
分布的方差大. 

3. 什么是大样本与小样本？ 

答在样本容量固定的条件下进行的统计推断和分析问题称 
为小样本问题 .因 为样本容量固定时，如能得到有关统计量或样本 
函数的精确分布，就能较精确地和较满意地讨论和分析各种统计 
问题. 

在样本容量趋于无穷的条件下进行的统计推断和分析问题称 
为$样本问题.此时能求出有关统计量或样本函数的极限分布，也 
可^利用极限分布作为近似分布来作统计推断. 

所以，大样本与小样本不单纯是以样本容量的大小来区分的, 
主要是以得到统计量或样本函数的方式（固定容量或极限形式)来 
区分的. 

方法、技巧与典型例题分析 

抽样分布问题包括：（1)判别总体 X 的一个样本的统计量的 
分布，又含确定分布类型和确定分布中的参数； （2) 计算抽样分布 
的 概率； （3) 在抽样分布的概率已知的情况下，确定抽样的样本容 
量； （4) 证明抽样分布的等式或不等式.要解决抽样分布问题，必 
须对分布、; C 2 分布4分布和厂分布的构造十分熟悉，能根据问 
题条件确定抽样分布的形式、自由度，然后解决其余的问题. 

例1设尤， X 2 ， X 3 , X 4 是来自总体 X 〜 AKO ,4) 的一个样本， 
问： a 泌取何值时, y = a (：^ —2 X 2 ) 2 + M 3 X 3 -4 X 4 ) Z 〜 X 2 («)? 并确 
定 w 的值. 

解因为不，又 2 ，又 3 ,又 4 相互独立且同分布，所以 

£(兄一 2 X 2 )=0， £(3 X 3 —4 X 4 ) = 0, 

D ( X 1 -2 X 2 ) = /)( X 1 ) + 4 D ( X 2 )-20, 

ZK 3X 3 _ 4X 4 ) = 9D(X 3 ) +16D (X 4 ) = 100 ， 
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于是 


Xi 一 2 X 


2 




/20 


AK 0，1)， 


3X3 — 4 X 




10 


AK 0，1)， 


而且 ^- 2 X 2 与 3X 3 -4X 4 相互独立.此时 


(X t —2X 2 ) 2 ( 3 X 3 —4X 4 ) 2 ^ , y 2 ^o) 

20 100 ， 


从而知 a = 1/20,6=1/100 ，” = 2- 

例 2 设总体又〜肌0，1)，义"；^，，..，又 6 为又的一个样本，令 
y =( X 1+ X 2 + X 3 ) 2 +( X 4 + 不 + X 6 ) 2 , 求常数 C ， 使 C 7 服从％ 2 分 


布. 

解 因为各兄相互独立且同分布，所以 

Xi+Xz+Xa—NCO^), X 4 +X s +X 6 〜 iV(0,3 )， 

(Xi + Xz + Xa ) / 〜 卵，1)， 

> 

(x 4 +x 5 +x 6 )/v / T~iV(o,i)- 

宁是 （兄+又 2 +叉 3 ) 2 + (兄!+叉5 +尤） 2 


- 

f X x + X 2 +^3 1 

2 

1 

f X 4 + X 5 + X 6 \ 2 


i ^ 

十 

i yr I J 


= y ?+ y ^ 

其中 yf/3~x 2 o), y 2 2 /3 〜 x 2 (i). 

3 0 

- yY - X 2 (2), 

即 C=l/3. 

例3 设兄，：^， …， 是总体 X 〜 iV (内， 4) 的一个样本， 

y 2 ,... , y „ 是总体 Y 〜 7 V (>2,4) 的一个样本，两个样本相互独立.令 

2 

(Xi — " I ) 2 ，^2 = —内) 2 ， 

n \ i ^\ 2 

求的抽样分布 （/ A 已知） • 
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解因为 Z 卜各(兄一灼) 2 〜 X 2 ( m ) 

售 


rt , 


W = (K — 户 2) 2 〜 Z 2 («2) 


W 与: d 相互独立，由 F 分布定义知 

X? / XI ^ 

— ■■■ I ■■ 


F= fJZ = ^r F(n ^ 


我们一般只习惯于总体又〜 AK 0，1) 下的; f 2 分布，而不习惯总 
体 X 〜 AT (^， a 2 ) 下的#分布.必须适应这种转换. 

例4设不，又 2 ，… ，足 是总体 X 〜 NO /， 〆 ） 的一个样本 ,//,〆 
均未知/则下列结论（ ） 正确. 


( A ) 以=」^艺(兄- XW (« —1); 

( B ) & =丄文（足 一 X ) 2 〜 z 2 (”一1); 

n i=i 

( c ) iXi — x ) 2 〜尤 2 (” — 1 )； 

(=1 

( D ) \ y ]{ X ~ xy - X z M . 
a 

解选 （ c ). 同上例，当 X 〜 AKp〆 ） 时，有 + — 沁 2 〜 

i— 1 

X 2 ( n )， 但 ^ o 1 未知.以 X 代替则 X 为一个约束条件，所以 

~^2 (足一 X ) 2 〜 X 2 (n — 1). 

例 S 设: 5^,不，…， X 为 X 〜 W (0，1) 的一个样本，又与义为 

样本方差与样本均值，则 （ ） 成立. 

( A ) X 〜 AK 0，1); ( B ) nX - N ( OA ); 

n 

( C ) ( D ) XAS 〜 f (”一 l ), 

i= 1 

解选 （ B )、（ C ), 因为 X 〜 AK 0，1 A ), 所以 （ A ) 不正确， （ B ) 正 
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因为兄， X ” … ，兄 1 相互独立，兄〜 AK 0，1)， 所以 HX ? 

£ = 1 


f (”），（ c ) 正确， 

当 fx = 0 时，知 


X-fi X 
S / ^/~n S / \^n 




tin — 1)， 但 n^l 时， 


X 关 I ,所以 （ D ) 不正确 


SI 厂 n 


例 6 设不，；^，…，是 总体兄 


AK 0,1) 的一个样本，若统 


/ 7^+^1+又 2 5 〜/01)，试确定<： 与 
解因为 X (纟=-1，2，".， 5 )相互独立且同分布，所以 
( 尤十又 2 )/ /T 〜 iV(0 ， l) ， X^ + XHXi— ^ 2 (3), 
且两者相互独立.由，分布定义知 

十々）/3〜 K 3)， 

1 


故可确定^ = /3/2，/ z = 3_ 

例7设 H ， …， X 为总体 X 〜的一个样本，又和 
s z 为样本均值和样本方差.又设新增加一个试验量足+ 1 ， 又 + 1 与 

XpX 2 ，…， x „ 也相互独立，求统计量— V 的分布. 

解因为 ~X 〜 mp ， a z M ， X n + l — N { fx , a 2 ), 

所以 d+i — 又)〜 AKO , 0 + 1) 〆 /”）， 

于是 U 卜 J ^± M 〜 N (0，1). 


又 (打 一 l ) g ! 〜 y 2 (n — D ，且 S 2 与（兄 ^ — x ) 相互 独立. 由 〖分 布定 
a 1 

义，有 _ 

X„+i — X I I (n — 1 ) 5 ^ 
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例 8 



n 


w + l 




tin 




1 ). 


设; da ) ， 问: 服从什么分布？并确定其参数. 


解 


因为 x 〜 〆々 ） ，依？分布定义， x = 


u 


/V/k 


，其中 u 




%(0，1)，7〜/(々），且以氺相互独立. 

又由 f/ 〜 AT(0，1) 知， t/ 2 〜#(1)，且 U 2 与V也相互独立，于是 

X 2 ^(U 2 /l)/iV/k)-F(l,k), 


即 y=x 2 服从 f 分布，参数为 a ，々）_ 

例 9 设 X '， X 2 为总体X〜 JVCO，/) 的一个样本，问 ：Y = 

( x l + x 2 ) 2 / cx l - x 2 y 服从什么分布？并确定其参数. 

解因为； c 〜相互独立，所以 （ xn) 和 
(不 一D 都服从 AK0,2(T 2 )， 且 

[(^!+^ 2 )/( /Ya)] 2 〜 ; f 2 (l), 

l(X 1 -X 2 )/(V r Yc)J-X 2 (l)^ 

从而，由 F 分布定义知 



[(兄十不：^/^。)] 2 (X x +X 2 ) 2 

[C^—X 2 )/( #幻] 2 — ( X 1 —又2) 2 


〜尸（1，1)， 


即 Y 服从 F 分布，参数为（1，1)- 

例 10 从总体X〜 W(>，(T 2 ) 中抽取容量为16的样本.在下列 

情形下分别求^与#之差的绝对值小于2的 概率： 

(1) 已知 ( T 2 = 25; (2) ^未知，但 S 2 = 2 0. 8. 


解 （1) 由 cr=5 ，统计量 — / ^=〜AK0,1) ，有 

1 v n 

=P{\u\<l. 6}=2^(L 6) — 1 
= 0, 8904. 
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(2) 由统计量: — d 


P{ \x —fl\<Z.2} =p\ \x 一 fJL 


S 




K /2-1)， 有 


n 


S 



<2 


yjo . 8 




n / ^/16 

P{ IH<1. 76} = 1 — 2X0. 05 = 0. 90 


例 11 设足， ， … ，尤。是总体 X 〜 iV(/^ ， 0. 5 2 ) 的一个样本， 


n 


(1) 已知户 =0 ,求 


n 


(2) " 未知，求 ( 足 一又 ) 2 >2, 85}. 


10 


解 (1) 户 =0 时，： d= 告 ;2 兄 2 〜#( 10 )，于是 

u - / 


4 


尸 {|^ f >4} 叫綠⑫ 。 5 

杳妾 

= ^{^>16}—0. 10. 


10 


(2) 户未知时 ，; d = 兄 一 X) 2 〜 / 2 (9 )，于是 

G ^~r 


10 


尸 d ； ( 足 一 X) 2 >^85 


1 10 _ 

尸 ( 足 — 又 ) 2 > 


2, 85 
0* 5 2 


杳去 

^{^>11.4}— 0 ； 25. 


例 12 设兄， 义 2 ， " • ，又 是总体 X 〜 AKy ， a 2 ) 的一个样本 ， S 
是样本 方差 . 试确定〃多大时，有尸 5}>0. 95. 


要 


解因为 


(n — l)S 


2 


a 


t 




X z (n — l)j 




a 


P( (n ~} )52 <L 5(n-l) 丨 >()• 95, 


a 1 


2 


即要 (n ~i )5 >1. 5(n —1) K0* 05 . 査表知 


cr 


1. 5X(27 — 1) = 39> 放。 5 (26) = 38. 885, 

• 5X(26-1)=37. 5<U25) = 37. 652, 
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于是，取 ” = 27 - 

例13设:^:^-^:^为总体又〜抓〜^^的一个样本凉： 

(1) p{lO. 9< 善念 ( 兄 1) 2 <37.6} ; 

\ 1 — 1 

{ , 2° 丨 

(2) P 12_4<告2](足 一 ") 2 <40 • 

20 

解因为 X 〜 AK/^ 2 ) ， 所以 X 2 = _S( 兄 — 户 ) 2 〜冗 2(20 乂 

(=1 

(1) p { l 0. 9<^2 (X «-^ )2<37 - 6 } 

=F{10. 9<% 2 <37. 6} 

= F{% 2 <37. 6}—P{/<10. 9} 

=1—F{% 2 >37. 6} —[1—P{^ 2 >10. 9}] 

= P{^ 2 >10. 9}-F{^>37. 6} 

= Sio . 95 — 0. 01 = 0. 94. 

査表方法是:在; f 2 分布表中先 査到” = 20 的一行，再横向查得 
与 10. 9接近的 10. 8 S 1 ，该列对应的«=0. 95即为所求概率. 

同理査得尸 （ X 2 >37.6}=0. 01. 

(2) 类似地，有 P 12. 4<^S^-^ )2 < 40 

\ 1—1 f 

= P { X 2 >12. 4}- P {% 2 >40} 

= 0. 90 — 0. 005 = 0. 895 - 

例 14 设 U 2 ，…， X 16 是总体 X 〜 7 V (〜 ff 2 ) 的一个样本，户，？ 
为未知，而5= 12. 5,5 2 = 5. 333,求尸 { |工一"1<0. 4}. 

解因为<7未知，所以有 

/ 

t = — ~-1 )- 

5//V 

将 n = 16，* S = 5* 333 = 2. 309代人，得~5773〜’(工巳) * 
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P{|x-H<0.4}^j^<^)^ { U|<0.692} 

= l ~ P { t ^ O . 692}— P { t <0. 692} 

= l — 2P{t^0. 692} = 1 — 2X0. 25 — 0. 5 * 

査£ 分布表，方法是：先查到 《 = 16 — 1 = 15 的一行，横向査到 
0. 692,对应的 a 即为概率尸 { f >0. 692}. 

例 IS 设不，；^，…， X 9 为总体 X 〜 W ("，2 2 ) 的一个样本，若 

9 

记 y =2( 兄一又) 2 ,求满足 的〜和 

i-i 

C £ Z * 

解因为 D (；0=4, 所以 

c /= y = j 2 (X «-^ )2 ^^ 2(8) - 

故 P { Y > a 2 } ^ P { U > a 2 / i } = 0. 05. 

査表知，若 P { U ^ xl .0 i (^')} =0. 05 ，则 a 2 /4 = W .05(8) = 15. 507,于 
是 a 2 = 62. 028. 

类似地，由尸05,査表知 A /4 = 
炫 95 (8) = 2. 733, 于是屮 = 1 (X 932, 

例 16 设总体 X 服从指数分布，概率密度 



x> 0 ,d> 0 , 

其它， 


为 X 的一个样本， 证明: 


2 nX 




#(2 nX 


证一 这是一种简捷证法.因为#(2)的概率密度为 


" 、 Jl e ” /2 , Y 〉 0 ， 

/(： y ) 叫2 

、 0， 其它， 

所以，^(2)分布也可以看作0=2的指数分布 • 令 r =2； C /<?， 则由 Z 2 
分布的可加性，有 
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6 


证二因为 X 〜 e (0)， 即 X 〜厂（1，1/沒），由于参数为的 r 
分布的密度函数为 

" 、广 1 e 知， x > 0 ， 

fix ) 『（ or ) 


0, 


x <0. 


n 


由 r 分布的参数可加性知 ， y = Hx,〜r 


n 


•而 


Z 


2nX 


n 


Q 


E 兄十 


由随机变量函数分布的定理(公式法）知 


/( Z ) 




i/e I Q zd\ 

rwl^T 


n — 1 1 


e' JT - 


d 


0, 


Z >0, 

Z ^.0 j 


即的密度函数为 


/( Z ) 




2 TM 


Z ^ 1 - e ~ z/z 9 Z >0, 


0, 


Z <0. 


此式正好是 f (2 n ) 分布的密度函数，于是证得 


2nX 




filn). 


这两种证法实质上是一样的. 

例17设 U 2 ，… ，不。 是总体 X 〜 AK 0，1) 的一个样本，又和 
5 2 分别是样本均值和样本方差.令 y = 10 又 2 AS 2 , 若有尸 { Y > A } = 
0.01，则 A 应为多少？ 


解由 f 分布定义知又〜％ 


0 ，吉)，前/為 


K 9)， 于是 


Y=T 


10X : 


F ( l ,9). 
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査尸分布表知；1=/^.。 1 (1，9) = 10.56. 


例 18 是总体 X 〜 iV("，20) 的一个样本， A， 

y 2 , …， a 。 是 y 〜 w ( p ，35) 的一个样本, x 与 y 相互独立，^和災 
是各自的样本方差，求尸{災>2災}. 


解因为 


F 


S\/2Q 

5|735 


1. 75 




F(8-1，10=1) = F(7,9)， 


所以 

m ⑽卜尸 .—驗 >2xf|j=P { F> 3 .5}. 

査 F 分布表知厂。.。 5 (7,9) = 3.29，厂。.。 25 (7,9) = 4. 20,而 3. 29<3. 5 
<4. 20,于是 


0. 025<尸 W>2《}<0, 05. 

例 19 设兄， X 2 , …，;^是X〜 AK10,2 2 ) 的一个样本， L，y 2 , 
…，>%是7〜 iV(20,2 2 ) 的一个样本，两者相互独立.令 



(1) 已知 尸{/^<々}=0.05, 求 a 1; 

(2) 已知 P{F 2 <々} = 0.01， 求 a 2 . 


解 （1) 此时， 
0.05 .査 F 分布表知 


—=F 0 os (5,5) = 5. 05==-^ = 0. 198. 
^1 


(2) 因为 

1 10 — 

卜 +2(u) 2 

所以 


2( m 2 〜只(9,4)， 
(=1 
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5 10 — 

p{F 2 <a 2 }= p {2 (y f -y) 2 /S ( 足―又 ) 2 <a } 


10 


5 


p 2^-^VS (y - 7)2 ^t 


10 




5 


^( x t -xy 


> 


9 of ： 


P \ F ^ 


f . 


査 F 分布表知 


9% 


fVoi (9,4) = 14, 66=^ a 2 = 0. 03. 


例 20 设不，又 2 ,… ，兄 I 是总体 X 〜 iV( 〜 〆 ） 的一个样本，试 


W ： E[^(X-XyJ=(n 2 -l)o\ 

i=i 

证因为尤 2 = 念 CX i — X) 2 /a z -X 2 (n—l),E{X 2 ^=n—l, 

D(X 2 ) = 2(w — 1 )，所以 

Jg[^) (X,—X) 2 2 =(j i E\^ i (X i — X') 2 /ff 2 ~\ 2 

i = 1 ^ :£= 1 

= a 4 £0 ： 2 ) 2 =^ 4 [Da 2 ) + [£a 2 )] 2 ] 

= it 4 [2 (m — l ) + (w — 1) 2 ] = (” 2 — 1) 〆 . 

例 21 设不，又 2 是总体 X 〜 AK// ， a 2 ) 的一个样本，证明 A + 
X 2 与 X' — Xz 相互独立 . 

证因为 

cov(Xi+X 2 ,Xi —X z ) 

= £(Xi + X 2 ) (Xi —X 2 ) —£(Xi + X 2 )E(X! —X 2 ) 

= £(X?-X 2 2 )~[^(^i) + £(X 2 )][£(X 1 )-£CX 2 )], 

而 EiX\) ~EiX \)» E(Xi) —E{X Z ), 

故 cov(Xi +X 2 — X 2 ) ~0. 

又 X 1 +X 2 ^N(2^,2d' 2 ) ，不一〜 A/X0,2<r z ) ，两个正态总体 
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不相关则一定相互独立，所以，由 + X 2 )= 0 知，尤 

+ X 2 与 X !- X 2 不相关，必相互独立. 

例 22 设随机变量义〜/^(饥^)，证明： 

P } = ,P{X^1} = 0. 5, 

证若 X 〜则 1 / X 〜 F Cn ， m ) • 由于 m = « ，故 X 与 
i / x 服从同一分布，于是 

F{X<1}-F{1/X<1}=/ ;> {X>1}. 

而 尸 { X <1}+ 尸{又>1} = 1， 

因此 P { X ^ I }= P { X > 1 }^= 0 . 5 . 


例 23设兄，又 2 ，〜，又 1 是又〜7^(约，/)的一个样本，7 1 ，7 2 , 
… ， '^ 是 y 〜〜 ( 内， /) 的一个样本，两者相互独立 U 是它们的 
样本均值，災，災是它们的样本方差，是常数.证明： 

c(X —^)+^(7— ^ 2 ) ( , 0 x 

t— -- . —— ■ 二 .— ^t{ni-\-n 2 — 2 ) , 

Sw y c 2 /n l J rd 2 /n 2 


其中 


所以 


沿, = [(〜一1) 幻十 U 2 —1) 災] /(〜+〜一2). 

证因为 EicX+dY} =cEOO ^dE(Y) +dfx 2J 
D(cX^dY) ^c z D(X)+d 2 D(Y)=<J 2 (c 2 /n } +d 2 /n 2 ) ， 

c(J( — fi^^diY — 户 2 ) 

U = -- ：：- - — — 

a V cVa + J 2 / 打 2 


(c x - \-d y) + 十 d/// 2 ) 


a \/ c 2 / n 1 + c/ 2 /n 


N(Q ， 1). 


又知 — l ) 5fA t 2 〜 xHa — 1 ) ， （” 2 — l ) Si / a 2 〜 ％ 2 ( w 2 — 1 ), 
它们相互独立，由 f 分布的可加性知 


% 2 = ^ 2[(^i — 1 ) 5 ? + ( n 2 — 1 ) 50 〜尤'…+〜一 2). 


而？7与X 2 相互独立，依 f 分布定义，有 

c(X — ) ~\~d(Y — fj-i) 

■#■ ■■ ■ ■- - - - — ■■■ - - - - 产 

S w a/ c z /n l -\-d 2 /n 2 


Kni + 〜一 2), 
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例 24 设又〜/^一），证明 ：去〜 /^，々山从而 

尸 1 —a (是1，々 2 ) = 1/厂，々1乂 


U /V 


证 令义 =；^/ e ， 设以〜 〜 m)，y，v 相互独立，则 


1 V lu 

— ■" ■ ■ I . 

X ~ k z k x 




F { k t ^ ki ) 


由尸 {^^^(々2，、) J =«=^ F |-^^ F a (^ 2 ,^ 1 ) J =1— a , 

即 P { X ^ l / F a { k 2 , k x )} = l -^ 

因为 PiX ^ Fi-Aki yk 2 )} ~ l — a , 

故 Fl-a(々l ，是 2) = 1/Fa (是 2 ，是1 )• 


硕士研究生入学试题分析 


一、 本章考试要求 

1. 理解总体、简单随机样本、统计量、样本均值、样本方差及 
样本矩的概念，了解经验分布函数. 

2. 了解 f 分布、£分布和 F 分布的定义及性质，了解分位数的 
概念并会査表计算. 

3. 了解正态总体的某些常用抽样分布. 

二、 本章的重点内容 

从已知总体中抽取一个随机样本，构造一个统计量，然后确定 
这个统计量的分布，并确定其参数或者自由度. 

数理统计的基本概念. 

1. 设;^,叉 2 ，…，兄 1 U >2) 为来自总体 iV (0， l ) 的简单随机样 

本，叉为样本均值， V 为样本方差，则 （ ）. 

( A ) wX 〜 iV (0， l ); ( B ) nS 2 - X z Mi 
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( C ) 


in — 1 )X 
^ 5 ~~ 


tin — 1 ); 


( D ) 


n — 1 


71 


F(A，n — 1 ). 


Ex 


2 


i = 2 


(2005 年一) 

解选 （ D ). 因为 + … + x ， 所以 （ A ) 不成立. 
因为 (n — l)w 〜 f ( n — 1)，所以 （ B ) 不成立. 


因为 （ X-")/CS / / T )~ Kn - l ) ，所以 （ C ) 不成立 • 

n 

而幻〜 X 2 (1),； S 幻〜 #(”一 1)，故 ( D ) 成立 • 

I = 2 

2. 设随机变量； S ： 〜 〆 /2) ( n > l ) y Y =~ M ( ). 

(A) Y 〜％ 2 («); (B) 卜 ; t ： 2 Gi-l) ; 

(C) Y 〜 F (” ， 1); (D) y 〜尸 

(2003 年一) 


解选 （ C ). 因为 X 〜 〆 《)，所以其中 f/ 〜’ 
7^(0，1)，7〜公07).由 y=l/X 2 知， y=(V/n)/t/ 2 , 则由 F 〜;^ 2 00, 

f / 2 〜尤 2 (1)得 y 〜 FGz ， l ). 

3. 设总体X服从参数为2的指数分 布，: ^ ，X 2 ，…，兄《为来自 

总体X 的简单随机样本，则当时，1 = 1 依概率收敛 

1 = 1 

于_ . (2003 年三） 

解因为 £(兄）=1/2，/)(；0 = 1/4，£=1，2,*",打，所以样本 

二阶矩依概率收敛于总体矩 ，即八 = 兄 2 收敛于 1/2. 

• + _ m 

i = l 

4. 设不， X 2 , …，厶是来自正态总体的简单随机样 
本，又是样本均值，记 

s ?=」 i 2( n ) 2 ， 災=丄 2( 兄—又) 2 ， 

= S iXi—p.) 2 ， 5;= 去文(兄 —#) Z, 

^ t — 1 卜 1 
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则服从自由度为 〃一1 的/分布的随机变量是 ( 


). 


(A) t = 


X-ju 


(C) t 


S\/vn — \ 

X-fx 


(B) 


X-ju 


S^/y n — 1 

解选 (B). 由定理 


(D) t 


5 2 // n — 1 

X~ju 
5 4 //n — 1 


(1994 年四） 


( X - a )/(5 1 / AT )~ K «-1), 


n 


而 


S\/vn 




2( U ) 2 / v ^ 


n 




2 ( X— x ) V/^T = 5 2 //^ 1 ! ， 


( x —")/0— l ). 


故 t = 

5- 设随机变量 X 和 7 相互独立，且都服从正态分布 iV(0,3 2 ) ， 
而 U 2 ，…，和 u 2 ，…， y 9 分别是来自总体 x 和 r 的简单随 
机样本，则统计量 


服从 


[7=( 不 + X 2 + …+兄 

分布，参数为_ 




« • * 


+ y | 


(1997 年三) 


解 因为不 + x 2 + - + x 9 〜 iv ( o ， i )， y?+>i + -+yi 


#(9)，而 /^〜 Kr 2)， 故 U 〜， （9), 

6 . 设不，不， X 3 ， X 4 是来自正态总体 AK 0,2 2 ) 的简单随机样 
本， X = a (^ —2 X 2 ) 2 + 6(3 X 3 — 4不） 2 ,则当 a = l /20,6= l /100 

时，统计量 X 服从_分布，且自由度为_ • 

(1998 年三） 

解令尤 —4 X 4 ，则；〜 AK 0,20)， X ’ 2 〜 

N (0,100). 当 a = 1/20时， 〜 TV (0,1); 当6=1/100时， 


/^ ； ^ 〜 7 ^( 0 ， 1 ). 所以 7 〜尤 2 ( 2 ). 

7. 设 ^， X 2 , …， X 9 是来自正态总体的简单随机样本， 
1^1 = (^+*^2 + … + D /6, y 2 = ( X 7 + X 8 + X 9 )/3, 
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1 9 

s 2 =j^ i (x l ~Y z )\ z 2 = /Tdy 2 )/s ， 


证明： 统计量 Z 服从自由度为 2 的 r 分布. 
证 D ( X ) = a z 为未知，而 


(1999 年三） 


£(7!)=£(7 2 ), D(7 1 )=a 2 /6, D<T 2 )=cr 2 /3_ 

由 a 与的独立性知 

£(7!-7 2 ) = 0, D(Y l ~Y z )=a 2 /Q + a z /3 = a 2 /2, 

故 f/=(y 1 -r 2 )/(cr//y ) 〜 a^(o ， i). 

由正态总体样本方差的性质知， X 2 = 2S 2 /ct 2 〜 fOO. 

又由 R 与丫 2 相互独立知， R 与义相互独立， R 与 S 2 相互独立， 
于是 A—h 也与 S 2 相互独立 . 从而，由 （分 布随机变量的构造知 

Z= ^Y(Y x -Y 2 )/S=U/ /F72-K2). 

8. 设总体 ; i ： 服从正态分布 W(0,2 2 ) ， 而 ^ ， X 2 ， … ， X 15 是来自 
总体 X 的简单随机样本，则随机变量 


Y 


幻+幻+…+幻 0 
2(%+^ 2 + -+^ 5 ) 


服从 


分布，参数为 


勢《 _ 


_ . (2001 年三） 

解随机 变量沿 +幻+…+幻。〜^(10)，随机变量 Xh+XL 
+ X? s 〜f(5)， 所以 

X / n x (幻 + ^ +…+幻。)/10 


Z / n 2 






+ 岛 )/5 


F (10,5). 


2(叉^+幻 2 + … +Xf 5 ) 

9. 设隨机变量X和 Y 都服从标准正态分布，则 （ ）• 

( a ) x+r 腋从正态分布； （ b ) 义 2 +浐服从：1： 2 分布； 

(c) 沪和 y 2 都服从;I： 2 分布； （ d ) x 2 /y 2 服从芦分布. 

(2002 年三） 

解选 (c). 因为 x 和 y 不一定独立， x 2 +y 2 也不一定独立， 
所以 （A)、（B)、（D) 不一定能成立 • 
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第七章参数估计 


第一节点估计 


主要内容 

当总体X的分布形式已知，但它的一个或多个参数未知时， 
用总体X的一个样本来估计参数的真值，称为参数的点估计. 

设总体X的分布函数 FCc， 幻已知，19未知，兄，又 2 ，…， 为 
来自总体义的一个样本，工1，工2,…，为一组样本观察值.点估计 

就是要构造一个适当的统计量》 C^,X 2 , …， X„)， 用它的一个观察 

值3(4,々，…，: r„) 来估计未知参数 (9 的真值.》(不，义 2 ，…，称 
为参数0的估计量，是总体X的样本兄 ，不， …，足的 函数; 

3(：^ ，: C 2 , …，称为0的一个估计值. 

1. 矩估计法 

用样本矩作为总体矩的估计量，以样本矩的连续函数作为相 
应总体矩的连续函数的估计量，这种估计方法称为矩估计法. 

设总体X的分布函数为尸 (xM，<9 2 ，…，久），其中仏，仏，…， 
氏为未知参数•若 X 为连续型随机变量，其概率密度为 
/Cr ; A， 仏，…， (?*); 若X为离散型随机变量，其分布律为尸{义=幻 

= pOcH ：，0 t ) H ， x 2 ，."， x „ 为 x 的一个样本，且总体 x 

# 

的前々阶矩 

，+ oo 

p-i = E (.X 1 ) = 工 1 f (xid\ ， 02， *•• 

J — CO 
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或 ^= E ( X f ) = YjX 1 p 、 x ' d '， d 2 ，…，久） （/ = 1 ，2, … ，是) 

xeR^. 

存在（它们也是 A ，(9 2 ，…，久的函数).又，样本矩 



则令 ^i = Ai (/=1，2广.，々）， 

得一个含 ▲个未 知参数的联立方程组.方程组的解\，^，…，么即 
为沒1，0 2 ，"•，艮的矩估计量. 

2. 极大似然估计法 

若总体 X 为离散型随机变量，分布律 
…， dm ， …， e k 为未知参数，则对于来自总体 X 的一个样本 
尤，; r 2 ，…，又，称 

n 

LSOi ^ Oz ^^ ,6 k )^^\\ p { x i \ d l , d 1 ,-^ dk ) 

i~\ 

为样本的似然函数.若总体 X 为连续型随机变量，概率密度为 

f ix ' d '，6 z ， …， 6 k ) ， 

则对于来自总体 X 的一个样本兄,；^，…，足 _ ，称 

n 

乙； 1( 夕1，汐2,…，久 ）= JX/(A ;汐1，&，…，久） 

f = 1 

为样本的似然函数. 

固定 一 组样本观察值 A ， J ：2 ，… ， X „ ，取9 ， 使 

L(S) = L(H， … ’l^max/XA ，汐 2 ,… ，沒 *)， 

dee 

则此时的^^，…，: rj 称为参数 (9 的极大（最大）似然估计值. 

@0^，；^，…，称为参数 (9 的极大(最大)似然估计量. 

3. 估计量的评选标准 

(1) 无偏性设3 = ^0^，尤，…，; O 为未知参数 (9 的估计量， 

若有 E ( d )=0 (阳0)，则称3为0的无偏估计量 • 

(2) 有效性若么和都是0的无偏估计量，若有 IKlx 

DCd 2 ) 0960)，则称 A 比》 2 有效. 
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(3) —致性若^是0的估计量，如果对任给的£>0,有 

iimP{\dAX^X z ,-,X n )-6\<e}^l y 

71^00 

则称 h 是 e 的一致(相合)估计量. 

疑难解析 

X . 矩估计法的基本思想是什么？矩估计量是否是唯一的？ 

答格里文科定理指出，当时，经验分布函数关 
于 I 均匀地依概率收敛于总体分布函数.这就使得在大样本下可 
以用 fVCr ) 代替 FCr ) 研究统计推断问题的理论依据. 

当以 W ( x ) 代替 F ( x ) 时，总体的原点矩妁= (* + C VdFCr ) 的估 

‘ 一 ■ oo 

计 xMF ； ( x ) = 丄文^ = Ah 恰好是样本的同阶原 点矩. 

A — oo Tt ^ * 

i— 1 

因此，用样本原点矩代替总体矩是可行的，这是矩估计法的基本思 
想. 

在一般情况下，矩估计不是唯一的.如 X 服从泊松分布 ttU )， A 是 
未知参数时，可以用 £：( X ) ，即样本一阶原点矩代替总体一阶原点 
矩，也可以用 D (；0 = A ， 即样本二阶中心矩代替总体二阶中心矩. 

2. 极大似然估计法的基本思想是什么？它有什么性质？要注 
意些什么问题？ 

答极大似然估计是利用总体 X 的概率分布以及样本提供 
的信息所建立的求未知参数估计量的一种方法.它建立在这样一 
种直观想法的基础上 :假定 一个随机试验£:有若干个可能结果 A ， 
，…，戍 ■，如 果只进行了一次试验，而结果 A * 出现了，那么有理由 
认为试验的条件对结果 A 的出现有利，即试验£出现结果八的概 
率最大.例如，已知一袋中装有黑、白两色球，比例为9 : 1，但不知 
哪一种颜色的球多.现设黑球所占比例为/>，做放回抽样下的两次 
随机取球试验，每次取一个，结果两次都取得黑球，于是可以认定， 
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/ > = 0. 9 .这是因为，当 A ==0. 9 时，连续取得两个黑球的概率为 
(0. 9 ) z = 0. 81;而当/ ^ = 0. 1时，这时概率只有 0. 01，显然两次都取 
得黑色球对/ > = 0.9 有利. 

极大似然法的基本思想 是：适 当地选取心使样本似然函数 
/ X 沒)的值达到最大，也就是使试验得出结果不 = x l , X 2 ^= x 2 j ' m ' <, 

X H =- x „ 的概率最大. 

3. 估计 量的三 个评选标准各有什么意义？ 

答 估计量的三个评选标准各有自己的意义，读者要认真理 
解. 

无偏性是指对估计量》，有£以）=^因为£(》）一~反映 
用》作为 <9的估计时的系统误差，所以要求£(卩）=^，即要求不存在 
系统误差.也就是说，当用》来估计0时与0真值的偏差不是估计 
量本身造成的，而是随机误差造成的，所以在多次重复试验下，有 
Eih = 6. 

无偏性的优点是易于验证 • 但不是每个参数都有无偏估计量， 
而有时一个参数又可以有多个无偏估计量. 

有效性是对同一参数的两个无偏估计量进行比较而产生的一 
个标准，即若》 i 和》2都是0的无偏估计量，而乃(^1)<乃(1)，则称 

A 比 I 更有效，也就是无偏估计应是方差小的为好.特别是，若有 
一估 计量& ，对任一无偏估计量沒有乃(九)<乃(》），则称1是沒的 
最小方差无偏估计量. 

有效性在理论上和直观上都较合理，而且容易验证，所以使用 
得较多. 

一致性是在 《 — m 时，有九 

一 致性有重要的理论意义与实际意义 .当” 充分大时，》十分 
接近0的真值.利用大数定理可以证明，常用估计量都满足一致 
性.如样本矩 A 是内的无偏估计，也是内的一致估计，只是有时让 
► OO 不易做到. 
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方法、技巧与典型例题分析 


矩估计法解题的步 骤是: 首先根据实际问题确定总体的分布 
与待估计参数，再计算总体矩与样本矩，令总体矩与同阶样本矩相 
等，解得矩估计量.矩估计量操作简便可行，如能注意求总体矩的 
技巧，将更为简捷. 

一、 矩估计的求法 
例1设总体 X 的概率分布为 


X 

1 2 3 

Pk 

Q 2 

2oa-6) a-ey 


其中0为未知参数.现抽得一个样本 ii = l ， x 2 = 2，： i ： 3 = l ，求的矩 
估计值. 

解先求总体一阶原点矩 

£(X)==1X^ 2 + 2X 2(9(1-^) +3(1-<9) 2 = 3-2<9, 


阶样本矩 
由 


X 


(1 + 2 + 1 ) 


E{X)=x, BP 3 — 2 沒 =4/3 

》= 5/6 ， 


得 

所以0的矩估计值》 =5/6. 

例2设总体 X 的概率密度为 


fix) 


(1—x) ? 0<x<l ， 


0, 


其它， 


求汐的矩估计量3 (0<没)_ 


n 


解设 XmA ， …，又是叉的一个样本 ， X = + D 兄 ，则 


EOO 




工汐 （汐十 l)x 卜 1 (1 — x)dx 




⑽ +1) 


( jc 1 


没 +i 


)dx 




朴2 


鲁 
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所以 

由 / ^1 A 1，得 




d = 2 A 1 /( l - A l ) = 2 X / a - X )^ 


例3设总体 X在 [a，6] 上服从均匀分布，均未知，求 “和 6 


的矩估计量. 


n 


解设 H， …，兄 * 是叉的样本，又=士2]兄 

1= 1 

!^\ — E ( X ) — ^4~， 


^ Z = E ( X 2 ) = D ( X ) + [ E ( X ) J 2 = 


{b —<2) 2 . (口 + 6) 


12 


4 


令从 =^41=又，内=>1 2 =丄文兄 2 ，则有 

72 . / 

(―1 

f a -\- b =2 A x , 

b~a=^J\2{A z J rA z {) ， 


解方程组，得 

a = /li — V 3(A ? ~~A\)=X— —^y K l (X i —Xy ， 

\l Tl . - 

T 1=1 

b = A l + ^3(A 2 -A[)=X+J^^ l CX-Xy. 

' I S = 1 

例 4 设总体为未知参数，兄 ，；^，…， X 

为 X 的一个样本，求的矩估计量. 

解 茵为 ECX )= Np，DGO = Np ( l - p )， 所以 

E ( X 2 ) = D ( X ) + [ E ( X)y = Np ( l — p )+ N z p z . 


令户 ! = △ ，外 = v4 2 ，得方程组 

(X = Np , 



^Xf = N 2 p 2 + Np ( l - p ). 
* , 
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解方程组，得 


-- ^ 1 > 2 = 1 -争- 

n X TTy A 

呼 A 卜培兄 -叫. 

例 S 设使用了某种仪器对同一量进行了 12次独立的测量， 
其数据(单位 : mm ) 如下： 

232. 50, 232.48, 232.15, 232.53, 232.45, 232.30, 

232.48, 232.05, 232.45, 232. 60, 232,47, 232.30， 

试用矩估计法估计测量值的真值与方差(设仪器无系统误差）. 

解因为仪器无系统误差，所以 

^ = /^— X = -^-^X,~232 + ^^l (X. _ 232) 

(=1 LLt i = 1 

= 232 + & X 4. 76 = 232. 3967, 

用样本二阶中心矩尽估计方差/，有 


=丄文（兄一又 ) 2 =丄 j ]( X — a ) 2 - (又一幻 2 
n 1=1 n 

1 12 

(兄 一 232) 2 — (232. 39 G 7-232) 2 

/—I 

= 0. 1819-0. 1574 = 0. 0245. 

例6 设1，又 2 ，…， X „ 为总体 X 的一个样本，求 X 的概率密 
度为下述情形时参数的矩估 计量： 

(1) /(x) = 

(2) f ( sc )=< ^ (沒，卢均未知）. 

、0， 其它 

解 （1) £( X )= 6 c fi x ~ iS +1> Jodx=c t — 

J 0 1 — " 
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0 c d x —( 0+y> ， x ^> c ^ 


0, 


其它 


(沒未知， e 已知）; 




故，令 £( X )= Z ，得》 


X 


(2) E ( X ) 




Q 


xe 


( x - fi ) /Q 


dx~ fx+6 ^ 


故，令 £( X ) = X ，得 fx = X 一 fx . 


EiX 2 ) 




M 


jx 2 e ~ u -^ )/d dx = // 2 + 2 外"十们 


故，令 £( X 2 )= S 2 + 4, 可解得 



n 


n 


^ = x ~ A /7 rS (Xt ~ X)2 - 


例 7 设总体 X 服从几何分布 G (/>)， 分布律为 P{X = x } = 
a - pr ~ l p , $=1，2，-“，其中/»为未知参数(0</><1)，求夕的矩 
估计量. 


解因为 


X =E(X) = ^xil-pV~ l p 


2 ( kq k ~ l )p = p 


P 2 P 


所以 


p ~ l/X ^ 

例 8 设总体 X 的概率密度为 


fix) 


/?' 




jo k ~ l e~ fix 


工〉0， 

x <0， 

其中 A 为已知整数 4 为未知参数，求 /? 的矩估计量. 


0, 


解 £( X ) 






+ oo 


X 


(3 k 


0 


(是 一 1 ) ! 


x k ^ l Q~^ x dx (令卢 x = ： y ) 


y k e^ y dy = ^ 


r( 々 +i) 


k \ k 

= W^YTJ ， 

令 E (； Q = X , 得 /? 的矩估计量》=々/! 
例 9 设总体 X 的概率密度为 


IKk — l)l 




331 






/( x ) = ^ e " k -' l/A , A >0, 


求没和 A 的矩估计量. 


解 




E(X) _ 

oo Z 八 

^ ix-ey _ 


e~ u - eyx xdx = d . 


2A 


e 




A 2 


r+ 


w 2 e— |K| d« 


A 


2 


u 2 e~ n du = X z T (3) =2A 2 , 


令 

则有 


n 


X = E(X), B 2 = 丄 21 ( ； C_X) 2 = Z)( ； 0 ， 




d = x , 

5 =2 A 2 , 


解得 o = x , 忐客(足—又) 2 . 

二、极大似然估计的求法 

在建立了样本的似然函数兑0)后，在/或 /{ x;<9} 可微 
时，可以利用微积分学中求极值的求法，令 


基 L(0) = O 或 ^lnL(^) = 0 

(L (们与 lnL(0) 有相同的极值点），即可解得》.若有多个未知参数 
H … ，氏，贝！ I 令 


~^L = 0 或盖 lnL =0 (/ = 1，2,…，是)， 

dUi dUi 

解得 U2, …， A. 

从理论上说，求得的解只满足极值的必要条件，要证明是极 
大，则还应验证是否满足极值的充分条件.但一般不考虑此项. 

在声 U 4} 或 /{ x;W 不可微时，只能由定义来确定极大似然估 
计量. 

极大似然估计和矩估计有一条重要性质，即 ：若》 是0的极大 
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似然估计或矩估计，则 〆 》) 也是 g (们的极大似然估计或矩估计. 
例10设总体 X 的概率分布为 



其中 <9为未知参数.现抽得一个样本工 1 = 1，：*： 2 = 2，^：3 = 1，求0的极 
大似然估计值. 

解 建立样本的似然函数 

3 

L(0) = n 咖 • ， d)=d z • 2(i-d)e - d 2 =2d s a-d), 

i-i 

取对数，得 l n L(^)=ln2 + 5li^+ln(l — 没）， 

求导数，得 ~\nLm = ^ — YIZQ - 

令上式等于零，所以0的极大似然估计值为》= 5/6. 

例11 设总体X服从几何分布 G(/0, 分布律为 

P{X=x} = (1 — pY~ l p > x=l ， 2 , …， 

其中/> (0</><1)为未知参数，求/>的极大似然估计量. 

解 建立样本的似然函数 

n 

n 

L(p)= ]^[ [/?(1 — p) Xi ~ l ~\ — p n i \ _ / >) i=1 * ， 

t=i 、 

n 

取对数，得 lnL(/0=”ln/>+( ^^Xi—n) ln(l — p)j 

i=l 

n 

求导数，得 jAnL ( p ) = j- ，= [_ p • 

令上式等于零，所以 A 的极大似然估 计量》 =1/又. 

例12设 X〜 U ( a ， b 、， a ， b 为未知， o：i，x 2 , …，心是一组样本 

观察值，求 a，6 的极大似然估计值与极大似然估计量. 

解 因为X〜 t/(a，6), 所以 # 

( l /( b — a ) , a ^ jo^bj 

f ( x ； a , b ) = 

1 0， 其它. 
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取 x ⑴ = min ^ ，工 2 ，…，％)， max(^ ： i ， : c 2 ， … ， 工内）， 

则有⑴，于是，似然函数 


L(a ^b) 


l/(b — a) n j jX (n ^b, 




0, 


其它， 


则对满足条件⑴，: Too 的任意有 

L(a fb} = 1/(b — a) n <l/[jT( rt ) — 了 ⑴]' 

即 1/(“，6)在^2 = < 2： (1 ) 时取得极大值 [x u) ~_r ⑴] _ "， 所以 a ，6 

的极大似然估计值为 

a ~J0(D = min x, t b =x^ — maxx ( - 

a，6 的极大似然估计量为 

a = min Xi * b = maxX, . 

l«n 1«« 

例 13 设足， X 2 , …， 又为来自总体 X 的一个样本， X 的概率密 


度为 


fix \6, fx ) 


e 


—(: r 一 〆）/ 汐 




(沒 >0)， 


0, 


其它 


求未知参数0和 A 的极大似然估计量. 
解 建立样本的似然函数 


— y ] ('- ")/沒 

L(xiftjd) =d" rt e ， 


当 ，•••，:*:„ 取定时 ，户 的最大值在 

/x=j ： a) ~min(x 1 ， x 2 ， …, jc w ) 

时取得，此时 L ( jujd ) — maxL (/ u ^ 8 '). 

代入似然函数并取^数，得 


n 


UiLCju ， 0 ) = — n\nd —( 工 , 一工 ⑴) 


求偏导数，得 


3 lnL 

"W 


n 


爹十系 2 (.厂 — x(i) ) 


令上式等于零，解得 


4 
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n 


即户，0的极大似然估计量分别为⑴，》 = ⑴. 

例 14 设在《次独立试验中事件 A 发生了々次，求事件乂发生 
的概率 p 的极大似然估计量. 

解 设 心，々， …,: c „ 为 X 的一组样本观察值，叉〜5(1，/0，其 
分布律为尸/0 1 一' x = l ，2. 建立似然函数 


n 


n 


人(户 ）= 11 广 （！— 全广 


n 


n 


取对数，得 \ nL ( p ) = ^ xjn^+t ln ( l — 户）， 


求导数，得 


d 


n 


n 


5? 1 


I >- 却 - E 

t-i x ^ i=i 




PU 


n 


令上式等于零，解得 /> 的极大似然估计值为 $ = +乏 > 户的 

n i=i 

极大似然估计量为 

- n 






例 15 设 X 〜 N ( fx ，< j 2 )，/ u ， a 2 为未知参数， x !，: c 2 ，… ， x „ 是来 
自 X 的一个样本值，求的极大似然估计值和极大似然估计 


解 因为 /( x ) 


V 2 ^cr 


e _ u _ /i> 2 /(2 ^ ) ，一①夂工夂+⑺，所以，其 


似然函数为 


n 


n 


L(^,a) = JJ 


tJi / 2 ^a 


e 


—( X —;0 £ /(2 〆 ） 




( 2 邮 2 ) 一 ” /2 e 




取对数，得 

lnL = — ~^-\ n 2 n — Cr ,. —户 ） 2 , 

,^ 1 
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求偏导数，得 


暴 lnA=^( ^x-nfx) , 


d \nL=- n 


n 


da 1 


2 a z 1 2( T 4 ^ 


Xj (工 !■ — / O 2 ， 


令上两式分别等于零，解得极大似然估计值为 


fJL JC 


所以极大似然估计量为 


， < j 2 = ( x t —^： y ， 

n 


n 


$=x ， ^ 2 =^Ti(x-xy. 


例 16 设随机变量 x 的概率密度为 


f ( xiju , a 2 ) 




/2 nax 


e 


(1 hj :-/0 Z /(2 〆 ） 


, JT 〉0, 


求未知参数^和/的极大似然估计量和矩估计量 • 
解 （1) 建立样本的似然函数 


n 


L(" ， a 2 ) = (2 丌 tr 2 ) 


nil 


— 一 沁 /(2ff > 




e 


取对数，得 
\ nL - 


求偏导数，得 


n 


n 


n 


ln2n— ^-\na z — ^]ln 兄 


2ct : 




|； lnL= 去 S ( lnX 一)’ 


da 


9 lnL=- 72 


n 


2 


2 o z y 2 <y 


iH (In 足—户 ） 2 ， 


令上两式分别等于零，其解为 P 和/的极大似然估计量，即 




n 


n n 

^\nX t = h[X, ^ 2 = ^^anX-l^Xy. 


(2) 因为五(；0=6 / ^ /2 ，/)(；0=^ +2 〃(/-1)(见第四章第 
节例 24) •令 X = £：(；0， B 2 = D 00, 得 
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X = e ? + ^ /2 , 

[ B 2 = e 2 ^ 2 ( e ^- l )= XHe ^- l) y 
解得 ( T 2 的矩估计量为 

a 2 = ln(l+fi 2 /X 2 ), 

M 的矩估计量为 

M=ln[X 2 /^B 2 +X 2 ^ ( B 2 = 丄 2(H) 2 ’ • 

打 i = l 

例 17 设某种灯泡寿命服从正态分布.在某天生产的灯泡中 
抽取10只，测得寿命(单 位: h ) 为 
1067, 919, 1196, 785, 1126, 936, 918, 1156, 920, 948, 

若总体 X 参数未知，试用极大似然估计法求该天生产的灯泡能使 
用1200 h 以上的概率. 

解 总体 X 〜为未知参数，由例15知 

}200— u \ 

则 P { X >1200} = 1- F { X <1200} = 1-^ — 

\ <y 

^ 1200— 997. 1 n mtz\ 

= 1 — 0 —— -Q —— =1—^(1. 625) 

1Z4. o j 

= 1-0. 978 = 0- 022 ， 

所以，灯泡能使用 1200 h 以上的概率为 0. 022. 

例 18 为了估计湖中鱼的条数先从湖中捕捉 r 条鱼，做上 
记号后放回湖中.过一段时间后,再从湖中捕出 s G > r ) 条，发现其 
中有£ (0<£< r ) 条标有记号.试以此估计湖中鱼的条数 AT 的值. 

解 为了启发读者思维，我们给出下面几种解法. 

(1) 矩估计法 

(见第四章第一节例 5). 在只捕一次的情况下， 
捕到了/条有记号的鱼，将它看作一个样本观察值.令总体一阶矩 
等于样本一阶矩（原点矩），则^/#=6于是得 W 的矩估计量为 
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N = [ rs / t ~\. 

(2) 极大似然估计法 

设在捕到的 5 条鱼中，有记号的鱼数是一个取值为0,1，2 ,…， r 
的随机变量 X . 

考虑在 s 条鱼中恰有 i 条鱼有记号的概率，因为 X 服从超几何 
分布，分布律为 

P{X=k) =C k r C7-r/C N ，是 = 0 ， 1 ， 2,… ， r ， 


故 


P{X=^t} =CrCN-r/C S N ilAN). 


这里 iv 是未知参数.按极大似然估计法，要找到&，使 LOV ) 为最 


大.为此，考虑比值 


R ( N ) = 


UN ) 

L(N-l) 

/^s — t J^S 
ps — t 


fH pS — t \f^t f^S—t 

_ r O — r j I rL N — r— \ 

I C S N -1 

_ (jN-r)(N—s) 
N (N — r — 5 + 1 ) 


一 N 2 — Nr — Ns^-rs 
= N z — Nr—Ns + Nt 


显然，当时，尺 ( W )<1; 当时，尺 ( iV )> l . 即 IXW ) 在 
iV 经过 n / f 时，由增加转为减少，亦即，当 W = 时， LW ) 取得 


极大值. 所以， N 的极大似然估计量为 Lrs / t ^ 


(3) 比例法（用频率估计) 


依题意，湖中有记号的鱼所占比例应为 r / iV ， 而在捕到的^条 


鱼中，有记号的鱼的频率（比例）是由于捕鱼是随机的，每条鱼 


是独立的，可以认为，应该有 


r / N = t/s ^ N — sr / t . 

从而， iV 的估计量为&= [ nr /0. 

三、估计量的评选 

估计量的评选，即讨论估计量是否满足估计量的三个标准，所 
以，一般可以直接依无偏性、有效性 、一 致性的定义来确定.但无偏 
性是数学期望，有效性是方差，所以又可以利用数学期望与方差的 
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运算性质来评选.读者要注意灵活运用. 

例19设总体 X 〜的一个样本，又 

Mi = jX^ ^X 2 + yX 3 , m 2 = jX.-h +X 2 + 吾 X 3 ， 

// 3 —-~-Xi + ^- X 2 + ~ X 3 ♦ 

验证 都是# 的无偏估计量，并判断哪个最有效 • 

解因为 :^, x 2 ， x 3 相互独立且同分布，有 

E ( X 1 )=^ E ( X 2 )^ E (. X 3 ) = m ^ 

所以 £( A ) =+//+ 吾 "+ 音户="， 

^ 1 1 1 
£(^3) = y ^+- g *^+ Y ^ = //, 

知 A ， a ，&都是"的无偏估计量.又 

D( A) = + 士 2 + i tf2 =， 

、1 ? t 1 2 ( 1 2^ 700 2 

= +36^ ^ Tsoo ^ * 

故 zxA )< oxA )< d ( A )， 沁是最有效估计量. 

例20设总体 X 〜 AK // W 2 ) , X '， X 2 ，…， X „ 是 X的一个样本, 

试确定常数 C*， 使(：$](兄 +1 _兄) 2 为 a 2 的无偏 估计. 

i=l 

M — 1 

解依题意，即要使£[〔；2(足—足) 2 ]=/，但 

i=i 

£[C 受 < X - D 2 ]=C 受 [ jEO ： f +1 )-2£：( 兄 +1 )£(兄）+五(足 2 )] 

* 1 (― 1 

« — 1 

= 2 C ^{ ECX 2 )- IE ( X ) J } 

i=i 
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«— 1 

= 2 C^D(X) = 2 C(n-l)a 2 , 

i=i 

^ C = 2 or - iy 此时(兄 +1 — 足 ) 2 是 / 的无偏估计量. 

，■= 1 

例21设 ^， X 2 , …，足是总体 X 的一个样本，验证估计量 X 

1 71 n n 

和『=2>,兄 （2>= i ) 都是五00的无偏估计量， 
71 1-1 £-1 1 = 1 

且 X 比 W 有效， 


n 


解 E ( X )= ± ^ E ( X i ) = — nE ( X )= E ( X ), 


n 


n 


E ( W ) = i E ( X i )= E ( X )^ a t = E ( X ), 

i=i i=i 

可知， X 与 W 都是 £ QO 的无偏估计量.而 


n 


D ( X ) 


n 


SD ( X ( .) = ^( X ) = ^ D ( X ), 


n n n 

D(W) = ^aW(X t )^D(X)^a^>^D(X), 

i=i i^i ^ 

因为 

* 

rt « n 

( n —1) aia } =^ 一 ( 2 ^ 

i=l i = L 打 f — 1 

所以， X 比 w 更有效 • 

例 22 设兄， X 2 , …，； 是总体 X 〜 f/((M) 的一个样本， 证明: 


(1) ^ = 2又与3 


w + 1 


2 


n 


X C /0 是0的无偏 估计; 


(2) 6 2 比^更有效 ( n >2). 

证 （1) 因为 X 〜 t /( Oj )， 所以 


fix') 




知 


/xoo (工） 


\/ d , Q < x < d , 

0，其它. 

nx n ~ l /6 n , 0<Cx<Cd $ 


0, 


其它， 
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所以 


E(2X) 




2 


n 


n 




• 6 - ±^= e , 

n 2 


E 

1 W 十 1 ^ ’ 

^ («) 

_« + 1| 


1 打 

n . 


nx 


r8 —— 71 , n + \ 
dx = - 


n 


o n 

从而知氏和^都是的无偏估计量. 

( d-oy e 2 


w+i 


6 = 0 . 


(2) 因为 D ( A )= ZX 2 X ) = i 


着 


n 


12 


3 n ' 


D 


n + 1 


n 


(«) 


(打 + 1) 


n 


{£( ； a)) —[£(Xoo)] 2 }, 


而 


E(XU')^ 


^ t n nl 

d = ； — 二 0 ， 






w 十 2 


所以 


D 


n-\-\ 


X 


(n + 1) 2 


n 


C «) 


n 


2 


n 


n + 2 


e 2 


n 


n + \ 


2 


d 2 


n(w + 2) 




当《>2时, D (心） > ZK ^)， 所以^比^更有效. 

例 23设总体 X 〜的一个样 
本， 证明： 

(1) X 是 A 的无偏估计量，但( X ) 2 不是 A 2 的无偏估计量 ； 

(2) X 是 A 的达到方差界的无偏估计. 

证 （1) 因为 £ C ^)=£ CS 0 = / l ， Z )( JO = Z )00= A ，所以 


n 


[00=这闊= 士” 入二入 


故 X 是; I 的无偏估计 • 

D(X) 


n 


S D(x)== ^ A== i 


A 


£(X 2 )=D(X) + [£(X)] 2 - —+ A 2 ^ ： A ? 

故 X 2 不是; i 2 的无偏估计量. 

一般地，如果3是0的极大似然估计或矩估计，则#(》）也是 
g (沒)的极大似然估计或矩 估计. 但这一性质对无偏估计不成立. 


(2) 因为 
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pCx ； X) = ~e^\ 


xl 


3 jr 

ln />( jr ； A ) = xlnA — A — ln ( x !), A ) = ~ — 1 ， 


A 


而 E 


■ 

{ X ^ ' 

2 - 


1 -—— 1 

( a ' 



2if-i 


x— 0 




2 






e 


^ A" 


e 




2 工舻 


e 


由 

知 


而 


又 2 工广 丄^又工！ 

x=u • x= 0 • x= \ 

£( X ) = A , £( X 2 ) = A+AS D(X) = 入， 

2n 


°° 〕JT 

2 A 

_A * 


X 


E 


x 

T 


_ 1 


A + A 2 2 A . 1 

^~ — T + 1 


A 


A 


d(X) = 7T = 


nE 


9 




dX 


lnp(ix ； X) 


A 


n 


n 




m 

A 


所以，又是 A 的达到方差界的无偏估计. 

例24设总体 X 〜5(1，/>)，其中/>为未知参数， 0</)< l，X 
X 2 ，…， X„ 是 X 的一个样本，证明又是/>的有效估计量. 

证因为尸(文;/))=/(1—>3：=0，1，所以 
3 d 

~lnP(x} />) = —[xln/> + (1 — x)ln(l —/?)] 

dp dp 


SC 

~P 



1 — X X — p 


而 


E 


X — p 


p(l — p) 


p 2 (l-p) 


1 — p p(l — p) 


£[( X -/>) 2 ] = 


2 


又 p = X 5 D (/>)= D ( X )=/>(1 —/?) = 1 / E 


p(l — p) 

x — p ' 

/ >(!-/>) J 


由克莱姆-拉奥不等式 


D{6^ = 1 / I nE 


[^np(x ；8 ) 

w 


可知， x 是的达到方差界的无偏估计，所以是/ > 的有效估计量 • 
例25设;^，义 2 ，…， 〜(片， < t 2 ) 的一个样本, R ,：^， 
…， A 。 是〜 iV ( A ， C 7 2 ) 的一个样本，且相互独立，出，災分别为它 


m 
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们的样本方差 _ 证明：对于任意常数 a (<2+6=1) jZ — aS\-hbSl 
都是 a 2 的无偏估计，并确定的值，使 D ( Z ) 达到最小. 

证因为 


E(S\)=a\ E{Sl)=a\ 


(〜― D 次〜； — 1)， ~ Z ~- St - X 2 ( n z - 1 ), 


a 




且相互独立，所以 


D ( Sl ) 


2< r 4 




(A — l )， 


D(SD 


2 <t 


4 


{ n 2 — \y 


在 a + 6= l 时， £( Z )= a £ (災）+6£(災）=/，故2是^的无偏估 
计. 


D { Z )= D { aS \+ bS \) 


a 


2 


b 1 


n 


^2 — 1/ 


2 江 4 


a 


，i — l 

dD(Z) 

da 


(1-a) 2 

n z — 1 
2 a 


2戊 4 , 


2 〆 


_2(1—a) 

n x — \ n 2 —\ 


令上式等于零，并由 a 与 6 的对称性，得 


n x — \ 


a 


n l J rn z ——2 ^ 


b = 


n 9 — l 


打 i + w 2 _ 2 


又由 


d 2 D(Z) 

da 2 


2 a 


4 


rh — 1 n 2 —1 / 


>0 


知，所确定的 a 值能使 D ( Z ) 达到最小，此时 


Z 


W 1 +/2 2 — 2 


( ni _ 1 ) S \ + ( n 2 _ 1 ) Sl ^\ 


具有最小方差. 

例26设总体 X 的一阶矩和二阶矩存在，分布是任意的.记 


n 


£(；0=广£)(；0= 〆 ，样本均值又与丄(兄一又) 2 是 A 与^的 


矩估计量，问：它们是否是^与/的无偏估计量? 
解因为 


■ 
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E(X)=E 


n 


n 




所以 X 是 /i 的无偏估计量 • 


E 


n 


n 


2( 兄—又) 


n 


n 


E { D [( 足一户 ) 一 (X—/Q] 


2 


丄£[2(足— A 4 ” — 2 Sd — 户)(又 — ⑺ — 户) 2 _ 

1 f 1 


n 


丄 £[2( 足 一 /i) 2 — ”(X — 〆> 


n 


- [^ DiX^-nDOO 




所以|文; ( 兄 —x) 2 不是^的无偏估计量，由于 




«■ 


n 


n 


故士 


n 


^ iXi — xy 是^的渐近无偏估计量 • 


n 


但是，对样本方差 y = (兄—又) 2 ,有 

丄 ( =1 


n 


E(S 2 )=E 


n 




n — 1 n 


2( 兄一又 ) 2 


n 


n — \ 


E 


n 


n 


(Xi — X ) 2 


n 


n — 1 


n —-1 n 


cr 2 = cf 2 ， 




所以，样本方差是 CT 2 的无偏估计量 _ 

例 27 设不， ，…，兄^是义 〜 iVO^〆） 的一个样本， U” 
^ Y n 是 y〜7V(/^，tr 2 ) 的一个样本，两样本相互独立， 为未 

知参数. 

(1) 求参数 A<1 —内的 一 个无偏估计； 
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(2) 证明 :4 S 
的无偏估计. 


w 


« i + w 2 —2 


ir^[S( x , •-又 ) 2 +S( y 「 F ) 2 ~l 是， 


解 ⑴因为(士又 x t ) = 士…" 产从 

« 2 

£( y )=£( 士 = + w 2 " 2 =" 2 ， 

n 2 ，-=1 / n Z 

所以 e(x ■ — y ) =e(x) — e ( y )= fi x 一 fx z , 

即 y 是参数内一外的无偏估计量. 


⑵因为 ^( x - xy =( ni - i)su 

i~l 

n 2 

^( Y - 7 y =( n 2 - l)Sh 

i = l 

其中，災 为不 ，又 2 ，" •，兄 ^ 的样本方差，災为 y”y 2 ，…， y„ 2 的样本 
方差，且 2 


E [2<^-^) 2 ] = ( n 1 - l )£(5 D = ( n 1 - l ) a 2 , 

i=i 

£ [2<^- F ) 2 ] = ^2- l )£(5 D = ( n 2 - l )^, 

n l n 2 

所以五 [2( 足—又 ) 2 + 厂 \—( n l + n 2 — 2 )< T z 9 

* = 1 r" = 1 

故 E ( S 2 W ) = a 2 ，即從是 / 的无偏估计量. 

例 28 设不，叉 2 ,… ，足是 X 〜 7 V (0, cr 2 ) 0 2 >0)的一个样本， 

证明 I 足 I 是。的无偏估计 • 

i— 1 

证先计算£(|兄|)，有 


E (\ X i \) = 



- 00 


上 ! e iW) d：r = 



x 

— e 
a 


-j: 2 /C2<t 2 ) 


dj ： 
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所以 E(a) 


n 





n 



7 T 



rc 


na = o . 


即 S 是 a 的无偏估计量. ^ 

例 29 i5X M X 2 ,-, X „ 是总体 f/(0，<9) 的一个样本，证明 

= 2又和 d 2 = r ^ L X <n) ^0 的一致估计，又 u) = max{X}. 


证由例22知 


八 


E(D = d ， Didx 


)=f ， 

3 n 


Q 


依契比雪夫不等式，对任给的£>0,当 OQ 时，有 

DiQx ) d 2 


尸 { 丨汐 1 — 6 1 


t 


P{\0 2 — 0 i 


D {6 2 ) 


3 ne : 

d z 


0, 


t 


n ( n ~\~2}^ 


0, 


所以， A 和都是 0 的一致估计量. 

例 30 设估计量9 = = 3(不 ，X 2 ，…，兄 i) 是0的估计量，满足 

\ unE [_ C 0 n — 6^) 2 ~\~ 0 ， 证明：仏是0的 一 '致估计量. 

证首先证明尸 { I G ，~0\ >£}< £ [ ( 1-7~幻] .设的概 


t 


率密度为人 U)， 于是 

尸{ \6 n — 0\^} = 


r 


jt — B I 


f n ( x ) dx ^： 


{x — d ) 2 




\JT- 


e \>€ 


e 


2 


/ w ( x)dx 


< 


e 2 


ix—oyfnix^dx^-^E^idn—dy^ 


由 limE [(瓦一夕 ) 2 ] = 0 知， lim /^ 11 — 沒 1 = 0 ，即 ^是泛 的一致 

，，一 oo n-^oo 

估计量. 
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例 31 设总体 X 〜 f /( l ， 们，求0的矩估计量 I 并证明》是沒的 


一致估计量. 


证先求岀 々的 矩估计.因为 X 的概率密度函数为 


fix ) 


1/( 沒一1)， \< x < 6 . 


0, 


其它， 


所以 £( X ) 


1 +沒 


令又=£：(；0,得沒的矩估计量 9 = 2 X _1. 


E(X) 1+9 




有 


E(d)=E(2X-l) = 2E(X)-l = 1^0-l = 6, 




所以，0是0的无偏估计量. 

又 D ( X )=- D ( X ) = ^^~ 

n \2 n 

所以又是¥的一致估计量. 


0, 


n 


令 〆 X)=2X— 1 ，则 g 


1+夕 




見因为 gOO 在¥连续，故 


2 


尽 ( Z )=2 X -1 是发 


\~\~0 


0的一致估计. 


例32设对总体 X ，£(；0， D (；0 存在，兄 ，不 ，…， X 是 X 的 


n 


一 个样本，证明 ：样本均值又 兄为总体均值£00的一致无 

i=i 

偏估计量. 

证因为 


EOO = E\ 


n 


n 


n 




n 


^ECX i ) = E(X), 


所以，又是 £( X ) 的无偏估计量. 


又由契比雪夫大数定律知，对任意 e >0 ，当 oo 时，有 


limP 


71 


n 


n 


^ X - E ( X ) 


1 = 0 , 


故 X 是 £(； n 的一致估计量，从而 Z 是 £：( X ) 的一致无偏估计量， 
例33设抽得不是 X 〜 C 7(( M ) 的一个样本，试 证明& = 2足 


_ 
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和 e 2 = x x 都不是 0 的一致估计量 • 

证因五故^是 I ?的无偏估计. 

又因五 (&) = £： 00 = ^5 = !^,故&是0的有偏 估计. 

对于任意的 e>0, 因为丨 h — 6>| =丨2不一(91，所以 |2X — 
等价于2不一|9> £ 和2义 1 -沒<—£，即 

Xi>(e +<9)/2>0 和 X 1 ^0- e /2. 

又因为X〜 17(03), 所以 /Cr) = | (O<x<0)， 于是 


P{\e i ~d\}>e=P{\2X 1 ~d\^e} = 


J 


^0 




(師 e >/2 


Q 


dx + 


XO - O /2 




0 


iZx^O^t 

去 d : 


/Cr)cLr 


6 —e 

~0~ 


所以， I 不是 0 的一致估计量. 


0 (n 


)• 


类似可证^也不是 6 的一致估计量. 

通过上述例题可以看出，一致性的证明方法比较多，可以依据 
定义直接讨论 limL 或者 lim / M|g — 釗 > 0 ,而解题的技巧就在对 


M- 


/!■ 


一⑴ >£} 的处 理上； 也可以用契比雪夫不等式证明，这时要 
求出£)(》）；在存在随机变量序列的情形，还可以用大数定律来证. 
读者要学会判别条件，选择恰当的方法进行证明. 


第二节区间估计 


主要内容 




用以一定的概率包含 0 的真值的区间来估计未知参数的方法 
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称为区间估计，所得到的区间称为置信区间 . 


设总体X的分布 F(x; 仍中含有未知参数彡.对于给定的《值 
(0<«<1),若存在X的两个统计量空=^(兄，不，…，和否= 

及(兄,；^，“*，又），使得 

P{d(X l ,X 2 y-^X„)<d<dCX lf X 29 -,X n )} = l - a y 


则称随机区间(士幻为0的置信度为 1 — «的双侧置信区间 j 和及 
分别称为0的置信度为 1 — «的双侧置信区间的置信下限和置信上 
限，1一《为置信度.若只考虑 

尸{沒(兄，又 2 ,… ，兄） <(9} = l-a 


或 P { d < d ( X l 9 X 2 ,-, X „)} = l - a , 

则称随机区间 (f ， +W) 或（一的为<9的置信度为 1 — «的单侧置 

信区间. g 和3分别称为单侧置信下限和单侧置信 上限. 

一 、单个正态总体均值与方差的区间估计 
X 〜 NifU 2 )， X ” X 2 ，…， X „ 为 X 的一个样本，又和5 2 分别为 

样本均值与样本方差. 

1. 均值户的置信区间 X 〜紙 〆 、 

(1) ^已知时，又〜 A ^， 香卜选用估计量〜 
7^(0，1)，则；《的置信度为1_«的置信区间为 


X — 


a 


： Z a /29 X^r 


a 


Z 


a/Z 


n 


A / di 标准正态分布的上〃/2分位点 • 

(2) a z 未知时，选用估计量了 = #77兰〜〆 《 —1)， 则 P 的置信 

S/v n 

度为 i— «的置信区间为 

X- p=^/ 2 (w —1) ?XH - y=zt a/2 <in — l) # 

V n V n 

(3) 估计# 时，样本容量《的确定 • 

若^已知，要求 p 的置信度为1_«的置信区间长度不超过/， 

• 349 • 



则 n >(2 ffZ tt/2 //) z . 

若/ 未知，而 n 较大时，可由经验估计出 W ， 则/^(2力乙 /2 //) 2 . 
2. 方差沪的置信区间 

若户未知，选用估计量尤 2 = 〜 /(« —1), 则/的置信 

G 

度为 1— «的置信区间为 

； ( n ~ l ) S 2 ( n ~ l ) S 2 ] 

[ Xl /2 ( n ~D 1) I • 

若户已知，利用 cr 2 的极大似然估计是>=|念 (兄 I ) 2 ,得 〆 

t ^ 1 

(=1 

的置信度为 1— «的置信区间为 

n n 

i^i _ *、i _ • 

、 Xl/ 2 (n) X\- a nin) t 

二、两个正态总体均值差与方差比的区间估计 

X . 两个正态总体均值差的区间估计 

总体 x 〜/^(列乂），总体 y 〜，…， X ，是 x 的 
一个样本, U 2 ，…， y „ 2 是 y 的一个样本 . 又，7和災， s ! 分别是 X ， 
y 的样本均值和样本方差. 

(1) 均已知，则 X — F 是内的无偏估计， X — F 〜 
^1 — ^2»— + — * 选用估计量 

n \ n i 





Wal / n ^ al/n 


z 


〜 M 0，1)， 


则的置信度为 l _ a 的置信区间为 


( lC-Y-2 an ^J a\7n x ,X-y+Z o/2 V^/«i + ^l/w 2 ] 

(2) cr ? = cr 〖 = cr 2 , 但 J 2 未知，选用估计量 


T = 


(X — Y) 一 C/^i — 户 2 ) 

Sw V lAh + l/n 2 


〜 〆 ” i + n 2 — 2) 
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其中 


0 _(^-1)5? + (^-1)5| 

『 A + n 2 — 2 

则户1 一内 的置信度为1 一 a 的置信区间为 


I X — Y Z] rt <x / Z {n l J rn z — 2)S w V l/n l -\-\/n 2 ) # 

(3) 未知，但为大样本情形，则仏一内的置信度为 l_a 


的近似置信区间为 


X-Y-Z 


tf /2 


，又一 F+ZwV^/a+M/^) • 


2. 两个正态总体方差比的置信区间 

X 〜 iV (内， ( J ?), Y •〜 AK 内，¥)，兄，/ 2 ,…， X ，为 X 的一个样 

本， 1 M 2 ，…，\为 y 的一个样本，災，災分别为两样本的样本方 

£ 

差，均未知.选用估计量 


SIM 

S\/a\ 


F (tii _ 1 ， n 2 一 1 ) 


则4/4的置信度为1 一 a 的置信区间为 


1 ， n 2 —1) 9 SlF l _ a/2 (n l — l 9 n 2 —l)l - 


疑难解析 

X . 什么是区间估计？有了点估计为什么还要引入区间估计？ 
答用以一定概率 （1 一 a ) 包含真值的区间来估计未知参数 
的方法称为区间估计.点估计是利用样本值求得参数0的一个近 
似值来估计未知参数0，但不知近似的精确程度和可信程度，因此 
虽有一定参考价值，但毕竟实用意义不大.区间估计则通过两个统 
计量 g 和 t 确定了一个随机区间巧，刃，使得该区间内包含真值沒 
的概率不小于 1—«• 区间估计不仅提供了 0的一个估计范围，还给 
出了估计的精度与可信程度，有广泛的实用意义 • 
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2. 置信度 1_«的 意义是什么？ 

答置信度有两种理解方式. 

对于一个置信区间 （ f ，3) 而言， 1 —a (00<1)表示可信程 
度，即随机区间中包含未知参数0的概率不小于事先设定的 

1 — a . 

对于区间估计的设计而言，1 一 a 又表示在样本容量不变的情 
况下，在反复抽样所得到的全部区间中，包含6真值的区间不小于 

100(1 —a)%. 

一般地，1一《值越大，由样本值所得的区间0，刃覆盖彡的置 

信度越大.而巧，仍的长度越小，又反映估计的精度越高. 在”一 
定的情况下,精度与置信度不可能兼得.建立区间估计理论的著名 
统计学家 Neyman 提出的原则是，先照顾可靠程度，即置信度优于 
精度，在满足 = 1 — «的前提下，使精度尽可能地高 • 

3. 进行区间估计的一般步骤有哪些？ 

答区间估计的一般步骤如下. 

(1) 根据实际问题的条件，确定未知参数的一个估计量2 = 
2(足，；^，.“，兄 1 4),不含沒外的其它未知参数,且2的分布已知. 

(2) 对于事先给定的置信度1一《，确定常数〜6，使 

P { a < Z ( X l , X 2 ,"^ X „;0 Xb } = l - a , 

(3) 求出与…，；等价的不等式$<沒< 

否，则(€，刃即为所求的0的置信度为 1 — «的置信区间 • 

事实上，使尸…，兄 ^)<6} = 1 — a 的数 a ，6 有 
无穷多组，所以置信区间是不唯一的•但一般总是选择对称形式或 
近似对称形式的置信区间，这是为了计算的方便. 

4. 怎样评价两个正态总体下区间估计的结果？ 

答对于两个总体均值差的区间估计，若(€，仍包含数零，可 
以认为两个总体的均值没有大的差异；若置信下限大于零，可以认 
为#1大于户2;若置信上限小于零，可以认为/^小于户 2. 
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对两个正态总体方差比的区间估计，若 ( gj ) 包含1，可以认为 
两个总体的方差没有大的区别；若置信下限大于1，可以认为4大 
于4;若置信上限小于1，可以认为4小于 

方法、技巧与典型例题分析 

对于实际问题求参数的区间估计，首先是要认真分析问题的 
条件，确定恰当的估计量，选择好区间估计的形式，然后直接计算 
即可; 其次是分清问题是单侧置信区间还是双侧置信区间，以便确 
定用《还是 a /2. 

一 、单个正态总体均值与方差的区间估计 

例1已知某地幼儿的身高服从正态分布 • 现从该地一幼儿园 
的大班抽査了9名幼儿，测得身高（单 位: cm ) 分别为115，120，131， 
115,109,115,115,105, 110. 设大班幼儿身高总体的标准差^=7 
cm ， 在 a =0. 05下，求总体均值 p 的置信区间 • 

X—JU - 

解已知 cr 2 = 7 2 , 选用估计量，又”^ 9 ， 13 ^ 115 , 

a / -/ n 

Z 0 . 025 = l . 96,所以户的置信度为 0. 9 5的置信区间为 

'115 — 1. 96 X —^=,115 + 1. 96 X -~= =(110. 43, 119. 57). 

例 2 设 X 方差为 1, 样本容量 n = 100 ，i = 5 , 求 // 的置信度为 
0.95 的置信 区间. 

解《 = 100,是大样本.由中心极限定理有， 

所以选用估计量 P 的置信度为 0. 95 的置信区间为 

' 5-^ X 1. 96, 5 + ^ X 1. 96) =(4. 804,5.196). 

例3从一大批电子管中随机抽取了 100只，抽取的电子管的 
平均寿命为1000 h . 设电子管寿命服从正态分布，均方差 a =40, 以 
置信度 0. 95求出这批电子管平均寿命 P 的置信区间 • 
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解已知，选用估计量 t /. 又 
= 1.96, 所以户的置信度为 0.95 的置信区间为 

40 40 \ 

1000—— ^= X 1. 96,1000+ y _ : XI . 96 

\ /Too /100 


= (992. 16,1007. 84). 

例 4 为了估计产品使用寿命的均值 P 和标准差〜测试了 10 
件产品，求得5=1500,5 = 20•若已知产品使用寿命服从正态分布 
iV (//，(7 2 )， 求出//和 a 2 的置信度为 0. 95的置信£间. 

解 （1) <? 2 未知，选用估计量 = 〜.又工= 

1500,5 = 20,« = 10,^.025 (9) = 2. 2622,所以 p 的置信度为 0. 95 的 
置信区间为 

/ 90 20 

1500 — -^X2. 2622 ， 1500+-^X2. 2622 

/To /10 / 


= (1485 - 7,1514. 3). 

(2) fi 未知，选用估计量 X 2 = 

= 20，於。 25 (9) = 19，拉 9 75(9) = 2. 
信区间为 


(打― 1 庄〜; f 2 ( n _ l ) •又 


10,5 


(T 


7,所以/的置信度为 0. 95的置 


’ 9 X 400 9 X 400| =(189< 47 , 133 3. 33). 

19 2. 7 / 

例5设炮弹的速度 p 服从正态分布，抽取9发炮弹试验，测得 
样本方差义=11，求炮弹速度 w 的方差 与标准差 a 的置信度为 
0. 90的置信区间. 

“ — ns 2 , 

解//未知，选用估计量# = — ~2 —〜 X 2 (n —1). 又 /i = 9,5 

= 11^0.05(8) = 15. 507,^. 95 (8) = 2. 733,所以/ 的置信度为 0. 90 
的置信区间为 


, (9- DX 11 (9- DX 11 
、~ 15. 507 ―’~ 2. 733~ 

cr 的置信度为0_ 90的置信区间为 


= (5 -675，32. 199) ； 
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(9 —1) X 11 /(9 -DXll 




(2. 382,5. 674). 


15.507 1 2 - 733 

例 6 设制造某种产品每件所需时间服从正态分布，现随机记 
录了 5件产品所用工时：10_ 5,11， 11. 2,12. 5,12- 8_求"的置信度 
为 0.95 的单侧置信上限. 

解口 2 未知，选用估计量 〜〆 w —1). 又 


5/ v^T 

11. 6,5 2 = 0. 995山 . 05 (5 —1) = 2. 1318,所以 "的置 信度为 0. 95的 
单侧置信区间为 


0 9975 

0，1 L 6+ ? £ l ° X 2. 1318 


(0,12 - 55) - 


故户的置信度为 0. 95 的单侧置信上限为 12. 55- 

注意，此时的置信下限不一定取一00,可视问题确定.如本题， 
因工时无负值，故取置信下限为零. 

例7从自动机床加工的9个零件中测得零件的平均长度(单 
位: mm ) 为 21. 4.设零件长度服从正态分布，求零件长度的均值户 
的置信度为 0.95 的置信区间，如果：（1) 江=0, 15;(2) cr 未知 • 


解 （1) 已知 c =0. 15,选用估计量 [7 


X-M 


of / 


21. 4, 


9,2。.。 25 = 1. 96，所以/^的置信度为0.95的置信区间为 

0 1 ^ 0 1 S 

21.4 -L 96 X ^ E £,2 L 4 + 1. 96 X 1 


9 




= (21- 302,21. 498). 

(2) a 未知，选用估计量了 = ^ — 又 x=21. 4 ，n 

S / V n 

= 9tS=S »^o.025(8) = 2 . 306, 所以 // 的置信度为 0. 95 的置信区间 
为 

| 21. 4 — 2. 306X 香， 21. 4 + 2. 306Xyj. 

例 8 求上题中零件长度（单 位： mm ) 的方差 cr 2 的置信度为 


_ 
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0.95 的置信区间.如果 ：（1) / i =21.42；(2) //未知. 

解 （1) 户已知时， 〆 的置信度为1—«的置信区间为 

'2( 足-") 2 

1 = 1_ I = I_ • 

、~ " Xl/zM ^ ，飞 — a/2 M J 

n 

可以算得，足— 〆 ^二 0 * 2636,而尨。 25 (9) = 19_ 023,% L 75(9) = 

1=1 

2, 7,则 a 2 的置信度为 0. 95的置信区间为 

( 0. 2636 0. 2636) /n A1 on n A r ^、 

ll ^，^ X 7~ j =(0 - 0139 , 0 . 0976) . 

(2) # 未知时的置信度为 1 —« 的置信区间为 

(n-l)S z (n-l)S 2 \ 

、 Xl/z(n — l) ' X\-anin—l) % 

又; d . o 25 (8) = 17. 535,^. 975 (8) = 2. 18,所以 tr 2 的置信度为 0. 95 的置 

I 

信区间为 

85 2 85 2 

、17.535 , 2718/ 

例 9 设 S 是总体 X 〜 AK ^， tf 2 ) 的随机样本，…， X 的方 
差，卩，<7 2 均未知 ，问： a 泌 （0< a <6) 为何值时 ，( J 2 的 0. 95 的置信区 

间( ( n ~ p —<^ 2 < (n ~ l}S2 j 的长度最短？ 
b a 

解因为 

所以 p ^(n-l)S 2 <(j2< (” -n = 0. 95, 

而 P 未知时， CT 2 的置信区间的长度为 

1 I 

/— - 7 " (n — 1)S 2 j 

\ a b 

又 尸卜尸卜 

= f(y)dy = F(b) — F(a) 

J a 
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(/(30 是 1) 的概率密度函数). 

要使/达到最小，利用求极值方法得 

l'a ~- \ + 7?^ (« 一 1 )5 2 y 

\ a 2 b 2 / 

令上式等于零，解得 b z =a l y. 

再 SFOO-F(a) = 0 求关于 a 的导数，得 

F' ib)b' ~F' (a )=0, 即 f(b)b' —/(a) = 0-^6' =^|y, 

所以 bl ^ al f 胃 ，即当 a , b 满足 f /(6)= a 2 /(a) 时，区间 

(n~l)S 2 (n-l)5M 

7 ， ^^75i • 

O a / 

例 10 设总体 X 〜 W(//，a 2 ), 已知要使户的置信度为1 
的置信区间长度不大于/，问 :应抽 取多大容量的样本？ 

解因为〜 W(0，1)， 所以户的置信度为 1 — «的置信区 

^o/v ^ 

间为（X平 (To/AT • z a/2 )， 所以区间长度为 

/ =2Za/2^o// ^ - 

要使 K 2 Z an cJ ^： ，则应有 

^2<7 0 Z„/ 2 // » 即 n^-iZa^Z^z/lY. 

例 11 设足，又 2 ，… ，足 是总体X〜 iV<>，a z ) 的一个样本，户， a 2 
均未知，求关于 P 的置信度为1 一 《的置信区间的长度/平方的数 
学期望. 

解在 a 2 未知时，选用估计量， 户 的置信 

S/v n 

度为 i— «的置信区间为 

(X=F^ /2 (n-l) - S//V), 

置信区间的长度为 

Z = 2,a/2( w — 1) • S/^~n . 
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£(/ 2 ) = £[4^/ 2 («-l) • *S/”] = +d /2 («-l) • ECS 2 ) 

= -~tT 2 i« /2 (« —1). 

例 12 设尤, X 2 , …，； C 是总体 X 〜 iV(//，l) 的一个样本， # 未 
知，要得到;/的一个长度不超过 0. 2、置信度为 0. 99的置信区间，样 
本容量至少应为多大？ 

解 因为¥兰〜 AK0,1)， 所以//的置信度为 1 — «的置信区 

1/AT 

间为(又平乙 /2 //v). 

由 1 — a=0. 99，Z a/2~^0. 005 = 2. 576知，置信区间的长度为 

/ = 2Z V2 /v^T = 2X2. 576//^ 

要使 /<0. 2,则应有 《>(2X2_ 576/0. 2) 2 ,即 

CT 1 CO \ 2 

n> =663 - 5776. 

所以，样本容量至少应取 664. 

例13在测量反应时间中 ，一 心理学家估计的标准差是0.0 5 
(单 位: s). 为了以 0. 95的置信度使他对平均反应时间的估计的误 
差不超过 0.01 s ， 问：应 取多大的样本容量？ 

解 以X 记反应时间，则表示平均反应时间，5 = 
0.05;当《充分大时，有 

t = 2£^ 1 〜 N ( q ， 1 )， 

故要求样本容量 n 满足 

尸 { |x-//|<o. 01 } =p | ^s//V <0 * o^os^ ' =0 - 95 - 

由 025 = 1* 96 , 得 

^ XI. 96 — 9 - 8=^n>96. 04 ， 

0 , 01 

所以，样本容量 „>96. 
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二、两个总体均值差与方差比的区间估计 
两个总体问题在生产、科学技术及管理上都有较广泛的应用. 
解题的方法是 :认真 分析具体问题的条件，选择适当的估计量，熟 
练运用公式，正确进行计算.注意运算的技巧，以使解题过程更为 
简捷. 


例14设超大牵伸纺机所纺纱的抗拉强度 X 〜 W (的， 2. 18 2 )， 
普通纺机所纺纱的抗拉强度 y 〜76 2 ).现对前者抽取一容 
量《 1 = 200的样本，对后者抽取一容量〜= 100的样本.经计算，得 
■r = 5. 32,3 ,== 5. 76. 求 内一户 2 的置信度为 0. 95的置信 区间. 

解 < A ^\ 为已知，选用估计量因为 《i = 200，” 2 = 100，< t ? = 


2. 18 2 ，d = l . 76 2 > x — 5. 32»^ = 5. 76, —+ — =0. 0547 5 a /— + ~ 

«1 n 2 V n x n z 

= 0. 234, 所以， 灼一灼 的置信度为 0.95 的置信区间为 

x - y - z . /2 A y ^+^ , x - y + z a/2 ^/ 

= ( — 0. 44 — 1. 96 X 0- 234 ， 一 0. 44 + 1* 96 X 0. 234) 

= (_0. 899,0. 0186). 

例 15 随机地从 A 批导线中抽取4根，又从 B 批导数中抽取5 

根,测得电阻数据(单位:0)为 

A 批：0. 148, O . 142, 0. 143, 0. 137， 

B 批 ：()• 140, （)• 142, 0. 136, 0. 138, 0. 140. 

设 A 批电阻 X 〜批电阻 y 〜…(内，/),两个样本相互 
独立.又/«1，户2，^均未知，求芦1 _ 户2的置信度为 0. 95的置信区间. 

解 4 = 4 = 但 〆 未知，选用估计量7\经计算 ，S = 
0. 1413,^=0. 1392, 5 f = 8. 25 X 10 _6 ,5 i = 5. 2 X 10~ s ,5 ,v = 2. 55 X 
10" 3 ^ o .02 s (4 + 5 — 2) = 2. 3646. 所以，户的置信度为 0. 95 的置信区 
间为 

X—Y^ z t a / 2 {n l -\~n 2 — 2')S w a /~ + ~ 

I V n l n 2 ) 
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= (0. 0021 =F2. 3646X2. 55X10 _3 X0. 67) 


=(—0, 002,0. 006). 

由于内的置信区间包含零，可以认为两个总体的均值无明显 
差异. 

例16为了估计磷肥对农作物增产的作用，选取20块条件基 
本相同的土地，其中10块地施磷肥，另外10块不施磷肥.测得亩 (1 
亩= 10000/15 m 2 ) 产量(单 位: kg) 如表 7. 1 所示.设两种情形的亩 
产量均服从正态分布，且方差相同，试对两种情形下平均亩产量之 
差作出区间估计 0=0. 05). 

表 7.1 

施鱗肥 620 570 650 600 630 580 570 600 600 580 

不施肥 560 590 560 570 580 570 600 550 570 550 


解以 X 记施磷肥的亩产总体，以7记不施磷肥的亩产总体. 
4 = 4 = /，但/未知，选用估计量7\ 


10 ， Tii = 10 ， 


I. 025 


(10 + 10-2)= ro . 025(18) = 2. 1009, 


600， 2 ( ^ _ ^ )2=( w i _1)5 ' = 6400? 


n 


jy = 570， 2 iyi — yY — ( n 2 — l)Si = 2400, 


Sw = V l)5i + (n 2 —D^a]/(^i +n 2 —2) =22. Ill ， 


V 1/«! + 1/^2 = 0, 447, 
所以 内一内 的置信度为 0. 95 的置信区间为 


\X-YTt, n in l ^ r n 2 -2^S w Vl/«i + l/n 2 ； 

=-(30= F 2, 1009 X 22. 111 X 0. 447) = (9. 236,50. 764), 

可见，施磷肥土地的平均亩产高于不施磷肥的土地的平均亩产量. 
例17生产厂家与使用厂家分别对某种染料的有效含量作了 
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13 次与 10 次测定，测定值的方差分别为災 = 0. 7241，災= 0_ 6872, 
设两厂的测定值都服从正态分布，其方差分别为4和试求方差 


比4/4的置信度为 0. 90的置信区间. 

解是内和内未知情形的区间估计，选用估计量厂.因为 
13， n 2 = 10 ， Sf = 0. 7241 ^ Sl = 0 * 6872 ，F a o 5 (13 — 1，10—1) = 
F 0 』 5 (12,9) = 3. 09, Fo . 9 5 (12, 9) = 1/F 請 （9 ， 12) = 1/2. 8 = 


0. 3571，所以，的置信度为 0. 90 的置信区间为 


/ 




S \ _ Sj _ 1 

S \ F 。,。5 (12 ， 9)o.95(1219) I 


= (0. 29 ，2. 95), 


由于置信区间包含1，可以认为两总体的方差没有大的差异. 

例18从甲、乙两厂生产的蓄电池产品中分别抽出一批样品， 
测得蓄电池的电荷量（单 位: A • h，l A • h = 3_ 6 kC) 如表 7. 2 所 
示.设甲、乙两工厂的蓄电池的电荷量分别服从正态分布 X 〜 


AT ( 灼， a?)，y 〜 7V ( 内， 4) • 求： 

(1) 电荷量的方差比 4Ari 的置信度为 0.95 的置信区间； 

(2) 电荷量的均值差（内 一 内）的置信度为0, 9S 的置信区间 


(设4 = 4)_ 


表 7. 2 


甲厂 

144 

141 

138 

142 

141 

138 

143 

137 

乙厂 

142 

143 

139 

140 

138 

141 

140 

138 142 136 


解 1=140. 5^=139. 9,出= 2, 563, 5H2. 183. 

(1) 灼，// 2 均未知，选用估计量尸 〜 FOu — 1，” 2 -1).又 ” i = 8, 
n 2 = 10,F 0 , 025 ( 7 ,9) = 4. 20 ， F 0 . 975 (7,9) = l/F 0 』 25 (9,7) = l/4- 82 = 


0. 2075,所以4/4的置信度为 0.95 的置信区间为 


[ 2, 563 2 _ 2. 563 2 ) 

i 2. 183 2 X4, 20'2. 183 2 X0. 2075j 


=(0. 328 ， 6. 642). 


由于置信区间包含1，可以认为两个总体的方差相等，没有明显的 
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差异. 


(2) d = = 但 a 2 未知，选用估计量 7" 〜 〆 〜+«；；_ 2) .又 


ni 




8，《 2 =10， Vl/^i + l /^2 = 0* 474, 


S w = /(7 X 2. 563 2 + 9 X 2. 183")/16 = 2. 357, 
所以内一内的置信度为0_ 95的置信区间为 


0( — Y Z ^ 1 t Q f2^l — 2)Sw V 1/«1 + 1/”2) 




(0. 6 + 2. 1199 X 2. 357 X 0 # 474) = ( — 1, 768,2. 968). 


由于置信区间包含0,可认为两个总体的均值没有大的差异. 
例 19 设总体 X 〜 N (内， d )， Y 〜 AK 〜，4)， 其中内 ，凡已知， 
未知.从总体 X 和 Y 中分别抽取容量为〜和〜的样本，且两样 
本相互独立， 证明： 方差比4 At 〗 的置信度为1 一 a 的置信区间为 


< y \/^ 


八 A 


F a/2 (n l9 n 2 ) 3 F 1 —ft/2 ( W 1 ，打 2 ) 


其中 ‘士 2( x ‘一 内) 


2 


n 




2 ( X 「 A ) 


Saw 2 ) 


证因为 




fu )， 




a \ …，‘… a 2 

% 2 (〜）与；^(〜)相互独立，所以，依 F 分布定义，有 


尤 2 ( 〜） 


cl a 


2 

2 


3/¥ = ： ^〜 F02l ，” 2) ， 




故 



P { F i - tf /2 (”1 ，打 2 ~ f = 1 — 汶， 




即 


P 


o \ ia \ 








i/^l 


Fa/z (打 2 ，打 i )〜4〜 F 1 ^ a /2 ( n 2 , n 1 ) 

于是 d / a 〗 的置信度为 1 — a 的置信区间为 


a 


l/^i 


H^S, 八 

o \/ a \ 


\ 仏/ 2 («2，《1) ， F 1 ^ a /2 ( n 2 t n 1 ) 


1 — a . 


_ 
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第三节关于总体比例的估计 


主要内容 

在一些实际问题中，经常需要估计总体中含有某种特征的个 
体占总体全部个体的比例.这种在一总体中具备某个特征的个体 
占总体全部个体的比例称为总体比例，用/ •表 示. 

总体比例问题实际上是一个二项分布问题. 

1. P 的点估计 

设 X 〜 50 z ，/0, 则/>的点估计》 = Z /«. 

2. />的区间估计 

根据中心极限定理，当 w — 00 时 ，孓〜 — p )/ n ). 以公代 
替/ > ，得/ » 的置信度为1 — «的（近似)置信区间为 

ip—Z an / pil — p)/n,p-\-Z an — 

3. 估计总体比例/>时，样本容量 《 的确定 
当置信区间长度为/时,应有 

— /?) (2Z 0 /2//) 2 . 

因为0<$<1，》（1_》）<1/4，所以《>(么 /2 //) 2 .当夕接近于1或0 
时,取适当的下限或上限％，有 

n^po(l — po)(2Z a / 2 /l) 2 j 
当 n <35 时，应适当放大. 

4. 两个总体比例之差的估计 

设有两个总体 X 和 h 各有况和 7 V 2 个个体，且 M 和沁都很 
大， P ' 和外分别为 x 和 y 的总体比例.若从 x 和 y 中分别 抽取叫 
和〜个个体，而〜/爪 和〜 /沁都很小，其中所含某种性质的个体 
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比例分别为 i 和 

当〜，〜很大，而不接近于0或1时, A — h 的抽样分布 
近似服从正态分布，且 

p \~ pz <> a Z — p x {\ —户1 ) /”1 + />2 ( 1 — / >2 ) /〜， 

Pl ~ Pz 的置信度为 l _ a 的置信区间为 

(^ i _ Pz-^-Za/zy pi (1 _ p\)/n^pziX — pz)/n 2 ). 

疑难解析 

什么是总体比例问题？ 

答在一个总体中，具有某个特征的个体在总体中所占的比 
例称为总体比例，如 :某年 级学生中女生的比例，戴近视镜学生的 
比例； 企业中有学位职工的比例；某产品中次品的比例；某小区住 
户中有太阳能热水器住户的比例;等等. 

总体比例问题可以视为二项分布 问题. 即把具有特征当作“试 
验成功”，则叉〜502,/>).当《很大时，依中心极限定理，有 

( X — np 、 — p 、 〜 iV "(0 ，1 ) ， 

这样，就可以利用区间估计的理论了. 

大样本下的区间估计可以归结为此类问题. 

方法、技巧与典型例题分析 

求解本节习題的关键是确定总体 X 与所讨论的总体比例/>, 
然后按公式进行计算. 

例 1 某印染厂在配制一种染料时，在 40 次试验中成功了 34 
次，求配制成功的概率/>的置信度为 0. 9 5的置信区间. 

解 总体是试验的分布，/>是成功率. 

已知 《 = 40，》= 34/4 O ， Z o . o25 = 1. 96,所以/>的置信度为 0. 95 
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的置信区间为 


、詰 -L 96 V!o X ^/ 40， !o + 1 - 96 Vlo X ^/ 40 J 

= (0. 7393,0. 9607). 

例 2 某单位工会准备组织一次旅游，为此调査了 100 名职 
工.设调査是随机的，且职工人数远远大于100人，调査结果显示 
有22人支持，试求支持率/>的置信度为 0. 99的置信区间. 

解因为户的点估计为》= 22,又 

V ^( l -^)/«= /0. 22 X 0. 78/100 = 0. 0414， 

而 Z Q . Q1 = 2.575, 所以，的置信度为 0.99 的置信区间为 

(0. 22 平 0. 0414 X 2. 575) = (0.1134,0. 3266). 

例3某纺纱女工看管800个纱锭，抽査女工30次，每次1 
min ，共接头50次 .求： 

(1) 每分钟断纱次数又的置信度为 0. 95的置信 区间； 

(2) 每分钟断 纱率户 的置信度为 0. 95的置信区间. 

解 （1) 因为断纱次数 X 〜 ? r ( A )， 即£(叉）=；1，1)00 = ；1.而 X 

=丄念兄，所以有 £( X )= A ， ZXX )= A /«. 

* = 1 

因为《很大，依中心极限定理可以认为 ，又〜 W ( A , A / n )， 所以 

P {| X - A |// AA < Z tt /2 }^ l - a , 

解得 A 1>2 = ^( Z a /2 = F 2 ^/ nX + Zl n /0\ 

即 X 的置信度为 1 — «的置信区间为(々,々). 

由于 w = 30 ，《x = 50， Z 0 . o 25 = 1. 96,代入公式算得 A x = 1. 25» A 2 
= 2. 20,故 X 的置信度为 1 — a 的置信区间为 （1. 25,2. 20). 

(2) 因为》很小， A = n ^， 所以由题 （1) 的结果算出 

p x ^XJn = \. 25/800, p z = X z /n = 2. 20/800, 

于是/>的置信度为 0. 95的置信区间为 
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(1. 25/800,2. 20/800) = (0. 00156,0. 00275). 

例 4 设总体 X 〜5(1，/0,其中 p 未知， 0</>< l ， U 2 ，…， 
为 X 的一个样本.求 n 很大时的置信度为 1 — a 的置信区间. 
解因为 £( x )=/>， zx ; o =/> a -/>)，《 很大时，依中心极限 


定理 ， x 〜即 


CX-p)/^/pa-p)/n-N(0A), 
所以户的置信度为 1— 〃的置信区间为 



v 7 f xa-x) ^ t ^ /xd-x) 


例 S 设总体 X 服从指数分布 e ( A )， 概率密度为 



fix') 




Ae -' x >0, 

0， 其它， 

其中 A >0 为未知， mA ， …， x „ 为总体 X 的一个样本 (” 很大），求 A 
的置信度为1~«的置信 区间. 

解因为 s ( x )= i / A ， zx : n = i / A 2 , 依中心极限定理，当月很 
大时，有 


1 /A 


i/a v 


〜（0，1)，即 


Xx — 1 • 


所以 


P 


Ax — 1 


<z fl 


/2 


1 / Vn 


1 —— 0?. 


7 V (0，1)， 


1 / vn 

得 a 的置信度为 i _« 的置信区间为 

((1 — Z a /2 / ^/~n )/ x^iX~\r7, a izl -/~n )/x). 

例 6 根据经验，用船装运玻璃器皿的损坏率不大于5%•现要 
估计某船玻璃器皿的损坏率，要求估计与真值不大于5%，在置信 
度 0. 90下，应取多大的样本验收？ 

解要求估计与真值不大于5%,即要求在置信度 0.90 下置 
信区间长度的一半不大于 0.05. 因为 

声 = 0* 05, / 0* 10?之 o . 051 . 64， 

所以 05 XC 1-0. 05 )X (2 X 1* 64/0. 10) 2 = 51. 1. 
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应取样本容量 为《 = 52 进行验收. 

例 7 某公司为了推销产品，需要估计有轿车的家庭在当地住 
户所占的比例，并希望估计误差不要超过5%，要求置信度为 0.95. 
若估计（由经验得出 ）/> 不超过 0. 35, 问：应 抽多大容量的样本？ 

解因为置信区间长度 

/ = 2X0, 05 = 0, 1 ， Z。. 。25 = 1* 96 ， p ： = Q* 35> 

所以 n>0. 35(1-0. 35X2XL 96/0. 1) 2 = 349, 59 ， 

应取样本容量为《 = 350. 

若/ •不 能估计，则由 n = ( Z an /l ) 2 ， 得 

n ^( l . 96 / 0 . 1) 2 = 384. 16, 

可取《 = 385,显然 385>350. 

例 8 某市为了决定是否建设高架通道，随机调査了 5000个 
市 E 居民和2000个郊区居民，分别有2400个和1200个 赞成. 试在 
置信度 0. 90下，求市区和郊区居民赞成人数比例之差的区间估 
计. 

解赞成人数的点估计为 :郊区 Pi = 1200/2000 = 0. 60,市区 
^2 = 2400/5000 = 0. 48. P \— p 2 的点估计 h—h = Q . 12,所以 Pi — 
p 2 的置信度为 0. 90的置信区间为 

(0. 12TZo.os /0. 6X0. 4/2000+0/48X0. 52/5000) 

= (0. 1084,0.1316). 

例 9 某企业对本单位职工的出勤进行统计，从早班职工中随 
机抽査了 50人，其中全年满勤的有40 人; 从中班职工中随机抽査 
了 40人，其中全年满勤的有32人•求 ：在 置信度 0. 95下，早、中班 
职工满勤比率之差的区间 估计. 

解满勤比率的点估计为 ：早班 h = 40/50 = 0.8, 中班》 2 = 
35/40=0. 875. pi ~ p z 的点估计为 

p x 一 /) 2 = 0- 8— 0. 875= — 0. 075, 

又 V 多 i(l — pO / nx+pzil — pz )/ n 2 
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= VO . 8 X 0. 2/50 + 0. 875 X 0. 125/40 
=/0. 0032+0* 0027 = 0, 077. 

所以 Pi - Pz 的置信度为 0. 95 的置信区间为 

(-0. O75 - Z0 . 025XO . 077，一 0. 075 + Zo . o2 5 XO , 077) 
= (-0- 075-1. 96 X 0. 077，一0. 075+1. 96 X 0, 077) 
= (0. 225,0. 076), 

硕士研究生入学试题分析 


一、 本章考试要求 

1. 理解参数的点估计、估计量与估计值的 概念； 了解估计量 
的无偏性、有效性(最小方差性）和相合性(一致性）的概念，并会验 
证估计量的无偏性. 

2 . 掌握矩估计法(一阶、二阶矩)和最大似然估计法. 

3 . 掌握单个正态总体的均值和方差的置信区间的求法. 

4 . 掌握两个正态总体的均值差和方差比的置信区间的求法. 

二、 本章重点内容 
(一）点估计 

1. 设总体 X 的概率分布为 


X 

0 

1 

2 

3 

Pk 

e 2 

26(1-0) 

e l 

1 — 2 d 


其中0 (0<(9<1/2)是未知参数，利用总体 X 的如下样本值:3,1， 
3,0,3,1，2,3•求0的矩估计和极大似然估 计值. （2002 年一) 

解 £( X ) = 0 X 俨 + 2(9(1 —沒 ）+2俨 + 3(1_2(9) = 3—4沒， 

■r= + (3 +l + 3+0+3 + l + 2 + 3)=2， 

由矩估计定义，令五00=5,得 3 — 40=2,所以沒的矩估计值 
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(9 = 1 / 4 . 


由样本构造似然函数 

L { 0 )= d z • 炉[2沒(1_<9)] 2 (1 — 2(9) 4 = 4 I ? 6 (1—<9) 2 (1 — 2(9) 4 , 
inLO ?) = in 4 + 6 ln (9+2 ln ( l —<9) + 4 ln(l —沒）， 

d , r ( n^_ 6_2 8 6 — 28 奸 24 炉— 

W nLm= ~e~T :r e~\-ze~ da-e)a-2e > > , 

令上式等于零，解得 

^! = Y ^(7 — VT 3) > ^2 = ^(7 + VT 3). 

心■舍去，于是 J 的极大似然估计值为 

0 = y^(7 — */13). 

2. 设总体 X 的概率密度为 

6 x ( 沒一工)/沪，00<沒， 

0 ， 其它， 


/(x) = 


X ” X 2 ，…， X n 是取自总体 X 的简单随机样本. 


(1) 求0的矩估计量& 

(2) 求3的方差 ZXS ). 


解 （1) £( X ) 


记又=丄重)兄，令吾=又，得6的矩估计量为 0=2 X . 






r+_ 


xf ( x)dx 


>$ 6 x 2 { 0 - x ) 


0 


d z 


(1999 年一) 


dx 


( 2 ) 


E ( X 2 ) 






e 6? (没一工） 」 6 俨 

- - - fl T - ， 

d z 20 


0 


D ( X )=£( X 2 )-[£( X)] 2 = ^/20, 


所以，》 = 2 X 的方差 


D(^)= J D(2X) = 4D(X)=4X—L>(X) 




d 2 / h . 


3 . 设总体 X 的概率密度为 
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r/ 、 \ 0<工<1， 

z 一丨0， 其它， 

其中^ >_1 是未知参数，…，;是来自总体 X 的一个容量 
为 n 的简单随机样本，分别用矩估计法和极大似然估计法求0的估 
计量. （1997 年一) 

解 （1) E ( X )= rj 0+ l ) sc /, - 

令 £00= X =^ ■文;兄，得》是0的矩估 计量. 

(2) 作似然函数 


L «9) 


rt 

co+iy[ XX 乃 )' o<x,<i, 


0, 


其它， 


n 


取对数，得 


lnL ( d }= nln ( 1 + 汐 ) + 汐 lor £ ， 


n 


求导，得 


dd lnL(d) ^ 0^1^ S lnj： ^ 


令上式等于零，解得 3 


1- 


nj^^Xnxi, 


的极大似然估计量. 


4 . 设某种元件的使用寿命 X 的概率密度为 

⑼-⑽)， x>0 ， 


/ Or , 没） 


0, 


其它， 


其中^>0为未知参数，又设心，: r 2 ，…, A 是 X 的一组样本观察值， 
求参数0的极大似然估计值. （2000 年一) 

解似然函数为 

L {6)— IAx 19 X Z J ** % ，: Tn ; 沒） 


2 n e ： r 》 沒0_ = 1，2，…， w ) ， 

0， 其它- 

当(/=1，2，*"，^0时 ， L (0)> O , 取对数，得 
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* 


#1 

lnL ( 汐 ) =n\n2 _ 2 ixi 一 沒） 

i=i 

因为 glnZX 0) = 2”> O , 所以知单调增加. 

由于 (9 要满足沒<工,（/ = 1,2,…，《)，因此当沒取工1，工2, 

中最小值时,乙(们取最大值，所以0的最大似然估计值为 

^ = min(j：i ， : ， … ，工 《)• 


x n 


S , 设总体 X 的概率密度为 


pixjX ) 


Xax al e 

0, 




据来自总体 X 的简单随机样本 ， X 



•r> 0 , 其中 A >0 未知， 

其它， a >0, 常数. 

，…，足，求 A 的极大似然估计 

(1991 年四） 


解 似然函数 


n 


L(A) = A n a /, ( XX A) e 知， x 〉 0 ， 

<=i 

其中 A >0 未知 _ 当％>0 (; = 1，2，._.，打)时 ， L ( A )>0, 取对数，得 

n n 

lnL(A) =/ilnA+nlna+ (a—l)ln( JI^) +(— 义） 2] 乃， 

* — t ii = 1 


求导，得 


^ lnL ( A ) = ^ - — 


n 


令上式等于零，解得 5 = ”/( 2 ]<)- 

6 . 设随机变量； ，足 相互独立且同分布， 

又=丄; ^兄， ^^- i - rSCX - X ) 2 , DiXd = < y z 


则 S ( ). 

( A ) 是的无偏估计； 
( C ) 是的一致估计； 
解选 ( C ). 因为，设 x 


(1992 年四） 

( B ) 是 a 的最大似然估计 J 
( D ) 是与 X 相互独立的 • 
iV (/^， cr 2 )， 则 


B 2 


A z — A\ —^^(^ 1 ^ 2 )=^ — ^1 
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= E(X 2 )-lE(X)J = a 2 9 


S 


1 = 1 上 1 - ;=i 


n B z -^a z , 


n — 1 


即 5 ► c ， 所以 S 是 a 的一致估计量. 

7. 设总体 X 的概率密度为 


(2 e ~ z ^ d \ x >6, 

J KX )=( 

• l 0， xd 

其中 (9>0 是未知参数，从总体中抽取简单随机样本；^，;^，…， x „， 
记 d = min ( X l ， X 2 ，… ， X n ), 

(1) 求总体 X 的分布函数 FCr ); 

(2) 求估计量》的分布函数 Or ); 

(3) 如果用@作为0的估计量，讨论它是否具有无偏性 • 


解 （1) 由定义知 


(2003 年一) 


Fix) 


2 e^ 2U ~ e) dt = 

e 


1 — e 


— 2(x — 

0， 


工 >d. 


^2) Fo , X n )^. x } 

= l—P{min(X lt X 2 ^^ ,X n )>x) 

=1 一 尸 U 2 > r } … P {^> x } 


=1 — [1 — F (: c)] rt = 


1 _^ — 2 n(x — 


6) 


0, 


(3) 0 的概率密度为 


x ^ Jd . 


fe(sc)=F L d (x) 


2ne 


— 2 n{jc — $) 


0, 


， x > ❷， 

x^dj 


而 


E(d) 


j 


- 2 ”u ， x= 奸忐 ㈣ ， 
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所以，估计量0不具有无偏性. 


8-设总体 X 的分布函数为 


F ( x ；^} = 


1 — 1/工彳， 《 r > l ， 


0, 


xd ， 


其中未知参数为来自总体 x 的简单随机样 
本 ，求： 


(1) /?的矩估 计量； 

(2) ^的最大似然估计量. 
解 X 的概率密度为 

f(X ， = 


(2004 年一） 


译/工卜 ' ， 丁>1， 

0， x ^ l . 


(1) E(x) 


广+| 










r v /3 -i 


叉，得沒 


x 


X-l 




故 /? 的矩估计量为 /?= 
(2) 作似然函数 


X 


x-r 


n 


⑽ )=n 瓜，， 

* =1 

当工,>1 (，= 1,2，"*，”）时，有 


^7(:1 工2… O 阳，工£>1， 

0， 其它， 


n 


lnL (/3) = nln /3— (/3+1) nx ( 


求导，得 


令 


得 


~ lnL ( jS ) = ^— 


n 


d 


d /3 


InL ( 卩 ） =0 ， 


n 


^ = n / D InXj 


n 




故 P 的最大似然估计量为 ^ nj ^ Xnx ^ 
9. 设随机变量 X 的分布函数为 


* 
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1 — O/x) 身， x>a, 

0， 

其中参数 《> 0 ，/ 9 >l .设 U 2 ，…，为来自总体； C 的简单随机 
样本， 

( 1 ) 当 a=l 时，求未知参数#的矩估 计量； 

( 2 ) 当 《= 1 时，求未知参数#的最大似然估 计量； 

( 3 ) 当/?= 2 时，求未知参数《的最大似然估计量. 

( 2004 年三） 


F(sr* ， a ， /3) = 


解设 XpA， …，为总体X的一组样本值. 
( 1 ) 当 a=l 时，X的概率密度为 






则 


令 


£( X ) = 


广+ 




{/?/ x 阳, 




^>1 ， 


X 


<1， 


X 


^ — 1 


/3-1 

( 2 ) 


_ ■ ■ ■ 

u 导卢 故$的矩估计量为 3 = x 

当 a=l 时，似然函数 


X —1 


L(j3) 


/^/Ui 


J0 2 mtm X 

0 , 


J 阳，工,〉1， 

1 ， 




1，2,…， n . 


当: r t >l 时， L(#)> 0 . 取对数、求导，得 


ft 


n 


[lnL(/?)]’= win/?— ( 芦 +1) '=n//?— ^laj ： 


d 


n 


令 ^^lnL(/?) = 0 ,解得芦 = n/ Xlm ， 故 /? 的最大似然估计量为 


n 


卜打 / S ln & 


( 3 ) 当 0 = 2 时，X的概率密度为 

2 a z / oc z , 
0 , 


/(x ； a) 




其似然函数为 
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f2 ” a 2fl /( xi * r 2 … x „) 3 ， 不>«， 

L ( a ) —< ? = 1，2, 

I 0, 

当 x ,> a 时， a 越大， / Xa ) 越大，故 a 的最大似然估计量为 a = 

minO^ ，； ^ ， … ， X). 

(二）区间估计 

1 . 设一批零件的长度服从正态分布 iV <>， ff 2 )， 其中均未 

知.现从中随机抽取16个零件，测得样本均值 1=20( 单位: cm )， 样 
本标准差 *5 = 1 ( cm ) ，则"的置信度为 0. 90的置信区间是 （ ）• 

(A) 20— 士 ’ 。 _ 。 5 (16)，20 + 如。 , 。 5 (16) . ; 

\ 4 4 / 

(B) ( 20-^o.i(16),20+^o.ia6)j ; 

(C) ( 20 — +(o.os(15) ， 20++’o.os(15) ; 

( D ) 20—1 (15) ，20 + ~^。. 1 (15) . (2005 年二） 

解选 (C). 因为按题设，单个正态总体在方差未知时，均值 
的置信度为《的双侧置信区间为 

X - y — t„/ 2 (n — 1)， X -| ~ nzt a /2 (w — 1) ， 

-/ n v n / 

故选 ( c ). 

2. 已知一批零件的长度 单位: cm ) 服从正态分布 iV <^， l )， 

从中随机地抽取16个零件，得到长度的平均值为 4 0( 单位: cm )， 则 
” 的置信度为 0. 95的置信区间是_ • (2003 年一) 

解当 a 2 已知时，;《的置信度为1_«的置信区间为 

CX — of • J~n "Zaii ， X + <r/ V n Z a / 2 ) •将 c 1 = 1,X — 40»n = 16» 

少 (1. 96) = 0. 975 代人得置信区间为 （39. 51,40. 49). 

3. 假设 0. 50,0. 80，1. 25,2. 00是来自总体 X 的简单随机样 
本值，已知 y = inx 服从正态分布 N <>，1). 

(1) 求 X 的数学期望 E ( X )( 记五(义)为 

(2) 求//的置信度为 0.95 的置信 区间； 
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(3) 利用上述结果求 6 的置信度为 Ch 95 的置信区间 . 


解 （ 1) Y 的密度函数为 


(2000 年三 ) 






/2 ^r 


-iy-firn 




作代换 t= ： y_A 可得 


b =£(X)=£(e y ) 


v^J 


r. 


e^e 




dy 


V 2^ 




e t + fI e" 1 11 


dt 


e 


户 +1/2 


(V 


/2 ?t 


+ nV2 df==e 州 / 2 . 


(2) 置信度 0. 95, 即 « = 0. 05, 所以 Zo.o2s = 1* 96 - 由于 ^ 
W ( 户， 1/4) ，所以 ; u 的置信度为 0. 95 的置信区间为 

(F=F1. 96Xl//T) = (F-0. 98 ， F+0. 98). 


这里 7=^(ln0. 5+ln0. 8+lnl. 25+ln2) = jlnl = 0, 

故参数户的置信度为 0. 95 的置信区间为 （ _0. 98,0. 98). 

(3) 由 # 的严格单调增加，可见 6 的置信度为 0.95 的置信区 
间为 （ e— ° 'e 1 48 ). 

4 . 设由来自正态总体 X 〜 AK/^0. 9 2 ) 的容量为 9 的简单随机 

样本，得样本均值 ^ = 5, 则未知参数 ^ 的置信度为 0. 95 的置信区 
间是 _ • (1996 年四 ) 

解方差 <7 2 = 0.9 2 ，《 = 9 ，： 1 ： = 5 ，所以 # 的置信度为 0. 95 的置 
信区间为 

=(5干 ^^Z a /2). 

V n ^ 

査表知， 2 。,。《 = 1. 96, 所以置信区间为 （ 4 . 412,5. 588). 

5. 设总体 X 的方差为 1 ，根据来自 X 的容量为 100 的简单随 

机样本，测得样本均值为 5, 则 X 的数学期望的置信度近似等于 
0. 95 的置信区间为 __ (1993 年四 ) 
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解方差 /=1 ， n — 100， = 5 ， 025 = 1. 96 ，所以户 的置彳目度 
近似等于 0.95 的置信区间为 



5 平忐 


XL 96j 


=(4, 804,5. 196)* 


近似是因为总体 X 分布未知，在大样本（《 >50 )下可以认为近似 

服从正态分析 . 

6 . 从正态总体 AK3. 4,6 2 ) 抽取容量为《的样本，如果要求其 
样本均值位于区间 （ 1. 4,5. 4) 内的概率不小于 0. 95, 问：样 本容量 w 
至少应取多大？ （ 1998 年一 ) 


解 


以 X 表示样本均值，则 X — 〜 AK0 ， 1 )， 从而 

6/ /TT 


尸 {1. 4<X<5. 4}=P{-2<X-3. 4<2} 

= P{\X-3.i\<2) 

i I 叉 一 3. 4 丨 < 2 y~n 

\ 6 / 6 

= 2^( — 1 
>0. 95. 


表 7* 3 


z 

少 (Z) 

1. 28 

0. 9 

1.645 

0_ 95 

1. 96 

0_ 975 

2* 33 

0, 99 


由少（ &/3)>0. 975, 查表 7. 3 知 /^T/3>L 96, 于是 《>CL 96X 


3) 2 = 34. 57, 取 ” = 35- 

7. 在天平上反复称量一重量为 a 的物品，假设各次称量的结 
果相互独立且服从正态分布 AKa,0. 2 2 ). 若以又 „ 表示” 次称量结 

果的算术平均值，则为使 

P{ |X„-a|<0. l}>0. 95, 


n 的最小值应不小于自然数 _ • (1999 年三 ) 

解这是一个求样本容量的问题 • 因为 0. 95 = 1 —a ， 所以《 = 
0, 05 •而 


(X n -a)/(a/ /V)—N(0A), 


故区间长度为 

2 X on X Zq. t>25<0. 1X2, 
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从而得 v ^ T >(2 X 0. 2 X 1. 96)/0. 2 = 3. 92,取 《=16. 
8. 设总体 X 的概率密度为 

I ^ — (x—tf) 

fix ' d 、 


若工冰 

0， 若 JT <0， 

而; C 是来自总体 X 的简单随机样本，则未知参数没的 
矩估计量为_ • (2002 年卷三) 


解 E ( X ) 




e 


if— 幻 cLr 


{x — d)t~ u ~ e) dx + d 


e 


4 / 


6 


(分部) 


一 （沒 +l)e 


一 (.X — 沒） 


汐 +1 ， 


n 


即— D 兄=6+1，所以0的矩估计量为 

71 , / 

|= 1 

9 =丄^]足一 1. 

n 
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第八章假设检验 


第一节正态总体均值的假设检验 


主要内容 

假设检验问题是统计推断的另一类重要 问题. 在总体分布函 
数未知或只知形式不知其参数的情况下，为推断总体的性质而提 
出某些关于总体的假设.假设检验就是根据样本得到的信息，对提 
出的假设进行判断 :确定 接受还是拒绝假设. 

一、 假设检验的基本概念 

1. 假设检验的基本思想 

假设检验使用的是概率反证法思想.先对检验对象提出某个假 
设，然后根据抽样结果，利用小概率原理作出拒绝或接受假设的判断. 

2 . 假设检验的基本步骤 

处理参数的假设检验问题的步骤 如下： 

(1) 根据实际问题的要求，提出原假设 H 。 和备择假设 H 1; 

(2) 给定显著性水平 a 以及样本容量^ 

(3) 确定选用的检验统计量及拒绝域的 形式； 

(4) 由样本值计算统计量 的值； 

(5) 按拒绝为真}=«，确定拒绝域，并作出判断，确 
定接受还是拒绝假设. 

3 . 两类错误 

由于是用样本提供的信息来推断总体的特征，而样本的选取 
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是随机的，所以作出的推断可能出现错误.错误分为 两类： 

(1) Ho 为真，而作出了拒绝的判断，称为犯第一类错误， 
也称犯“弃真”错误.犯错误的概率记为 

(2) H 。 不真，而作出了接受//。的判断，称为犯第二类错误， 

也称为犯“取伪”错误.犯错误的概率记为 A 

当样本容量确定时，《与 P 是此消彼长的关系，不可能同时变 
小.要使《和0同时变小，只能增加样本的容量. 

4 . 显著性检验与显著性水平 

只控制犯第一类错误的概率，而不考虑犯第二类错误的概率 

的检验问题，称为显著性检验. 

二、正态总体均值的假设检验 

1. 单个正态总体均值的假设检验 

设;^，又 2 ，…，足是总体 X 〜的一个样本. 

(1) <7 2 = 4，检验假设//。 ： 户=户 0 . 

选择检验统计量 = 〜 AK 0，1), 拒绝域为 

a/ v n 

\X-Mo\>Z an ^ 


单侧假设检验结果见表 8.1. 
(2) CT 2 未知，检验假设 


选择检验统计量了= 


〜 Kn — 1)，拒绝域为 

s/ v n 


X — ju 0 1 ^ ta/zin — 1) 



i 


单侧假设检验结果见表 8. 1. 

2. 两个正态总体的假设检验 

设 :^， x 2 ，…，:^是总体 x 〜〜(内，4)的样本， y ” y 2 ，…， y „ 2 
是总体7〜“(内， 4) 的样本，两者相互独立•它们的样本均值和样 
本方差分别为又， F 和 sfj !. 
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检验统计量 


统计量备择 


分布 假设 


拒绝域 


\u X>z aj 





tan (« — 1 ) 


T= 


X-h 


， tin - 1 ) 


y n 

其中 V 为样 
本方差 



t^>t 0 {n 一 1 ) 





- 1 ) 


_t a /z^n — 1 ) O 
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(1) 已知，检验假设 //。：内=内. 


用检验统计量 c/ 


X-Y 


W(0，1)， 拒绝域为 


\X-Y\>Z an ^J a\/ ni +a\/n 


单侧假设检验结果见表8_ 2. 

表 8. 2 


统计量备择 


假设 


拒绝域 



< —^(ni+«2 — 2) 


(2) < r 〖 = 4 = cr 2 , 但/未知 • 检验假设//。：户产外 


选撇验统 ihtT 


X-Y 

l / n ^ l/n 




t { n x + n 2 — 2 ^ ，拒绝域为 


\X-Y\ >t a/2 (n l +n 2 -2)Sw Vl/«i + lA 2 
其中 Sw — [(打 1 一 l)5i + (ri2 — 1)*5!]/ (〜+”2 — 2). 

单侧假设检验结果见表 8. 2. 
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疑难解析 


1. 什么是显著性检验？其基本思想是什么？ 

答只考虑一个假设是否成立的检验称为显著性检验.其待 
检假设的一般形式为 h 。 we 紈，其中0。为参数空间@的一个子 
集.显著性检验的原则是，只要求犯第一类错误的概率不大于某一 
正数《(00<1)，即若显著性检验法 p 的拒绝域为 w ， 则 w 应满足 

p{(n ， .“,x„)euo<a ， ^e@ 0 . 

显著性检验法的基本思想是，根据小概率事件在一次试验中 
一般是不会发生的实际推断原理，依靠从样本得到的信息来判断 
假设是否可以接受. 

对于同一假设，在同一显著性水平下，根据样本 c ^， x 2 ，…， 
兄 ,），可以建立许多不同的显著性检验.由于只需满足一个要求 
户{0^，义 2 ，*“，兄,）61^}<«，所以难以判断诸多显著性检验的优 

劣. 

2 . 提出原假设的一般依据是什么？原假设与备择假设在检验 
假设中的地位是否相同？ 

答选择一个问题的哪个结果作原假设，其一般原则 如下： 

(1) 因为显著性检验只考虑犯第一类错误的概率，所以对犯 
两类错误可能引起的后果加以比较，将后果严重的列为第一类错 
误，以《来控制它.如某人去做健康检査，需提出假设“有病”还是 
“无病”，而把“有病认作无病”的错误显然比把“无病认作有病”的 
错误后果严重，所以，原假设应取 H 。: 有病. 

(2) 选择经验的、保守的为原假设.如某厂一种产品的使用寿 
命为抑，经过工艺改革，要确认使用寿命是否增加.这时，取原假设 
为 H 0 ：^= po - 

假设检验控制犯第一类错误的概率，所以检验法是保护原假 
设,不轻易拒绝原假设的 • 
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3 . 显著性检验的反证法与 一般的 反证法有什么不同？ 

答一般的反证法是逻辑上的反证法，即由结果的矛盾而推 
出假设的错误.而显著性检验法的反证法是由小概率事件在一次 
试验中本不该发生，却竟然发生了这一矛盾的结果出发，拒绝原假 
设 H 。. 由于样本的抽取具有随机性.因此，由抽样所确定的结果的 
矛盾也有随机性.可能出现假设正确而拒绝假设的错误，但犯错误 
的概率小于所以说，在假设检验中的反证法具有概率的性质，称 
为“概率反证法”. 

4 . 为什么在两个总体情形，当待检假设只。 ： 内=内时，若 
未知，要求 4 = = 

答当未知，且44时，要检验假设仏:内=// 2 是不合 
理的，是不同条件下两总体均值的比较，不能真实反映两总体的某 
数量指标的优劣.只有令4 = 4,才能在两总体的相同条件下比较 

某项数量指标的优劣，作出的判断才有意义. 

当4与4是否相等未知时，要先用 F 检验法，检验4是否等于 

a \. 若相等，再用 （检 验法检验两总体的期望/^1和/^2是否 相婷. 一 ' 

般，为了使结果更可信，应将《适当取大一些_ 

若 F 检验的结果是这时要检验假设 H 。: 内=户 2 ,有以 

下方法. 

(1) 当&，《 2 很大时，选用检验统计量 

— v 

U — ~ - 〜 N (0 ， 1 ) ， 

-J Sl / n ^ Sl / n , 

拒绝域为 I X - Y \ > Z V2 V S \/ n x ^ S \/ n z . 

(2) 当/时，令乙 — U = 1，2,…，” • = 

验统计量 

T = Z /Si, = 夕 )( 乙 —Z) 2 , 
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拒绝域为 


|2 I ^ ta/zin — 1) 


5 




(3) 当 4 


T 


时，用统计] 

. im 


S w Vl/^i + l/ (kn 2 ) 




t ( ni '-^ n 2 — 2) ， 


% = [(/2 1 — l)iSf+ (Z2 2 — DSj^/Cni +/2 2 — 2) j 


拒绝域为 


\X — Y I ^^ 2(^1 ~^n 2 — 2)Sw Vl/«i +1/ {kn 2 ). 

5 . 假设检验与区间估计有何联系与区别？ 

答两者选用的检验统计量形式相同. 

(1) 假设检验与区间估计的联系. 

利用假设检验可以建立区间估计，而利用区间估计也可以得 
出假设检验. 

例如，设 X 〜是 X 的一个样本，方差/ 
未知，要检验假 i ^~ /^0 » H 1 y ，则对给定的显著性水平， 

^检验的接受域为 

{ |X — // 0 I ^4/2 (« — 1 } t 

可以写为 


X — t a / 2 in — 1)5 //^T ^\-ta/z{n — 1)iS//^T ， 

将式中抑改为〜则上式恰为#的置信度为 1— «的区间估计. 
反过来，若已得到^的区间估计为 


X — t a /z — 1 )iS//~?T ^ju^X ~j~t a /2 (n — \、S 、 


其置信度为 1_«, 则只需将式中 P 改为 A 。， 上式即成为原假设//。: 
^ Mo 的一个显著性水平为〃的接受域. 


在其它区间估计与假设检验中也存在这种对应关系，但要注 


意的是，在把假设检验转化为区间估计时，类似公式要存在一个区 
间形式，否则，不可能实现这种对应. 


(2) 假设检验与区间估计的差别 • 
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如果对前例检验假设 A =//。 (水平 为《) 和求 P 的置信度为 l_a 
的区间估计进行研究，就会 发现： 

在接受时，所得到的区间估计精度有高有低，当精 
度较低时，区间的长度较长.显然这时认为不够精确. 

在拒绝时，也有同样的情形.因为若区间估计的精 
度很高，虽然区间内不包含&，但区间有可能就在 A 附近，仍然可 
以认为/^ = /^0* 

因此通过对具体问题的分析，可以发现区间估计的结论有时 
可以与假设检验的结论不同. 

方法、技巧与典型例题分析 

假设检验的方法在主要内容中已详细给出，这里不再赘述.解 
题的关键在善于分析具体问题的实际情况，确定是单总体还是双 
总体，是均值检验还是方差检验，原假设是什么.然后选择适当的 
统计量，依据样本值计算统计量的值，与根据显著性水平査分布表 
得到的数值相比较，作出接受还是拒绝原假设 H 。 的判断. 

例1设总体 X 〜 AKp ，1) ，而 ， j ： 2 ，…， a 。是 X 的 一 组样本观察 
值，要在 a = 0.05 的水平下检验假设关0.拒绝域为 
R= { 丨 }• 

(1) 求 c 的值； （2) 若已知5=1，是否可据此样本推断户=0 ; 
(3) 若以尺 ={ |彐>1. 15} 作为检验的拒绝域，求试验的 
显著性水平 a . 

解 （1) 是单总体下均值 P 的双侧检验，检验统计量是 

U = X : / iV (0， l ). 

^o/ v« 

对 a =0. 05,査正态分布表知 k 丨 >1. 96} = 0. 05,从而得拒 

绝域为尺 = { I w I ^1- 96}= { | n / To ^: | >1- 96} = { |工丨^0, 62}. 于是 
知 ， c = 0_ 62， 
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(2) 由 x = l >0, 62即知，不能由样本推断 p =0 成立. 

(3) P{|x|>L15}=P{ /TOX^L 15 /TO} 

= l-P{ /T0X<1, 15 /10} 

=1 - [20(3. 64)- l ] = 0. 0003. 

而显著性水平即为 y =0 成立时拒绝 Ho : p =0 的概率，所以 a = 

0- 0003. 

例 2 某种零件的长度服从正态分布，方差 〃 2 = 1. 21，现从零 

件堆中随机抽取6件，测得长度(单位 : mm ) 为 

32.46, 31,54, 30.10, 29.76, 31.67, 31.23. 

问：当 显著性水平为《=0.01时，能否认为这批零件的平均长度为 
32. 50 mm ? 

解是/ = 1.21 已知、单总体下均值^的双侧检验.待检假设 

32. 50，a = 0, 01, 

因为算得 5=31. 13 ， cr=l. 1 ， 

所以用检验统计量"，得 

| tfj ^ l 31.13-32 1 5 Ql _ 3 , Q 5 , 

1x1//y 

查表知 ^ o . oo 5 = 2 - 58,经比较知|«丨 =3. 05〉< Z 。. 0。5 = 2. 58,所以拒绝 
//。，认为该批零件的平均长度不是 32. 50 mm . 

注意: 在解题过程中，拒绝域的两种形式 

\ x -^ z an -^ 和 l ^~^> z a/2 

V n <7/ v n 

是一致的，用哪个都可以•在其它检验中同样如此 • 

例3某厂生产的一种产品的质量指标为 X 〜 AK 12,1). 改革 
加工工艺后，从新生产的产品中随机抽取了 100件，测得 ^=12. 5. 
设方差没有改变，问.•改革工艺后该产品的质量指标是否有明显变 
化 <>=()• 10)? 

解是 a 2 = l 已知、单总体下 均值# 的双侧检验.待检假设 

Ho : 12 ^ a=0. 10 , 
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因为 jt =12*5 ，n — 100 y 1 ，所以用检验统计量 f /， 得 

I I 12*5 —12 c 
\u \ = — / =5, 

1//I00 

査正态分布表知2。,。 5 = 1. 64,经比较知 U 丨 = 5> Z Q . Q5 = 1. 64,所以 
拒绝 H 。， 即认为新工艺下产品的质量指标有明显变化. 

例4某厂生产的电视机显像管的使用寿命(单 位: h ) 为 
〜 7 V (5000,90000). 使用新设备后要了解使用寿命是否有提高，抽 
取了 36只显像管进行测试.以 H D 4=5000 为原假设，求检验法的 
拒绝域与接受域(规定 ：以^ >5100为显像管寿命有提高， K 5100 
为显像管寿命没有提髙），并求犯第一_错误的概率. 

解总体 X 〜 AK //,90000)， p 未知，方差不变，待检假设 

Hq ： pt ~ 5000, Hi : / >«>5100. 

X !, X 2 ,-， x 3 S 为; C 的一个样本.拒绝域为 

f 1 36 \ 

接受域为 ^={^2 x -< 5100 }- 

— 1 36 

因为 X = 兄〜 AK /^2500)， 

(— 1 

所以，此检验法犯第一类错误的概率为 


M 36 

a =尸{拒绝仏|//。为真 }= 尸洁 g 足>5100|产5000 


r+ 


( x -5000) 2 /5000 ( j ^ ： 


5100 /2^/2500 

1 — 少 （2) = 1 —0. 9772 = 0* 0228. 




/2 du 


例 S 某种电器零件的平均电阻为 2.64 n ， 改变工艺后，测得 
100个零件的平均电阻为 2. 62 a 设改变工艺前后的电阻的方差 
保持在 0. 06 2 ,问 ：新工 艺对此零件的电阻有无显著的影响 （a = 


0 . 01 )? 

解是 a 2 = 0. 06 2 已知、单总体下均值^的双侧检验_待检假 
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设 / / q: "="o = 2. 64，a=0_ 01_ 


因为 x — 2 . Q 2 j n = 100, 


所以用检 r 统计量 u， 得 


i u 


j x 一 fjt I 12, 62 — 2* 64 


a / 


a 06/10 


3. 333. 


而 Za/2 — Zo , 005 = = 2. 576,经比较知 |m| =3. 333>Z 0 .oo5 = 2. 576,故拒 

绝 H。， 认为改变工艺后，电阻零件有显著变化. 

例 6 设某次考试的成绩服从正态分布.随机抽取了 36位考 
生的成绩，算得平均分为 66. 5分，标准差* S = 15. 问： 在显著性水平 
«=0. 05下，是否可以认为这次考试的平均成绩为70分？ 

解是〆未知、单总体下均值 P 的双侧检验.待检假设 


f/ 0 :"=" 0 = 70, 


0. 05 


因为1 = 66_ 5,5 = 15，/^ = 36，所以用检验统计量了，得 


I 


|66. 5-70| 
15/736 


1 . 


査表知 ^o, 025 (36 — 1) = 2. 0301，经比较知 U I — 1- 4 <^o. 025 ( 35) = 
2. 0301,故接受 H。， 认为这次考试的平均成绩为70分. 

例7设番茄汁罐头中 VC (维生素 C) 含量服从正态分布.按照 
规定，每盒罐头汁中 VC 的平均含量不得少于21 mg. 现从一批罐 
头中随机抽取了 16盒，算得 5 = 23. 5 2 = 3. 9 2 ,问 ：这批 罐头的 VC 

含量是否合格 (a=0. 05)? 

解是 未知、单总体下均值^的单侧检验，待检假设只^ 


<21，备择假设 H 1: /i>21，a 
因为5 = 23, S = 3* 9，w = 

23-21 


9//I6 


= 0* 05. 

16,所以用检验统计量 T， 得 

X4 = 2. 0513* 


3- 9 


查表知 ^05 (15) = L 7531，经比较知 t = 2. 0513>io.o 5 (15) = 
1. 7531，故拒绝 H。， 认为这批罐头的 VC 含量合格 • 

例8某炼铁厂的铁液含碳量（质量分数，％)在正常状态下服 


籲 
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从 W (4. 55 ，0. II 2 )， 当日随机测得 5 炉铁液的含碳量为 

4.28, 4 - 40, 4. 42, 4. 35, 4.37, 

问： 在方差不变的假设下，铁液含碳量的均值是否显著降低 （a = 


0. 05)? 

解是^已知、单总体下关于均值 a 的单侧检验•待检假设 
H 0 : ju — A * 55，备择假设 ：/^< C 4. 55 ，a = 0. 05. 

因为算得 $ = 364 ，w = 5，<7=0.11 ，所以用检验统计量 U ， 得 

“= 4 . 364 — - ^ — 3. 781. 

o. H//T 

査表知 Zo. 9S = _ l . 645,经比较知《 = _ 3. 781< Z 0 . os = —1* 645,故 

拒绝 H 。， 认为当日铁液含碳量的均值有显著降低 • 

例9为测定某种药物对人的血压有无疗效，测定了 10名试 

验者在服药前后的血压，得血压差值的数据为 

6，8，4，6，一3，7，2, 6，一2，一1， 

问：在 a==0 . 05下，能否认为该药物能够改变人的血压？ 

解是^未知、单总体下均值 P 的双侧检验.待检假设 

H 0 :户=0， a = 0 . 05. 

因为算得 5=3.3， S 2 = 7 . 014, ” = 10， 

所以用检验统计量了，得 


\ t \= 3 " 3 ~— X /10 = 3. 9409. 

/tTou 


査表知 ^ o . o 25 (9) = 2. 2622,经比较知 U I = 3. 9409 > 4.025 (9) = 
2 . 2622 , 故拒绝 H 。， 认为该药物能够改变人的血压. 

例 10 —种燃料的辛烷等级服从正态分布，其平均等级为98, 
标准差为 0. 8. 今从一批新燃料中随机抽取25桶，算得样本均值为 
97. 7.假定标准差与原来一样，问：新燃料油的辛烷平均等级是否 


比原燃料辛烷平均等级偏低 (“= 0 . 05 )? 

解是/已知、单总体下均值 A 的单侧 检验. 待检假设 
> 98 , 备择假设 // 1 : ^< 98 . 
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因为 1=97. 7， cr =0. 8，《 = 25,所以用检验统计量 f /， 得 

m = j £^ = Z 1^ X 5= = _ i . 875. 

^//7T 0-8 

査表知2。.。 5 = — 1. 645,经比较知《=_1. 875< Zo . 9 S =-1. 645,故 
拒绝 Ho , 认为新燃料油的辛烷平均等级要比原燃料辛烷平均等级 
偏低. 

例 U 某化工厂生产的一种产品的含硫量（质量分数，％)在 
正常情况下服从正态分布 W (4. 55,^ 2 ),为了解设备维修后产品含 
硫量# 是否改变，测试了 5个产品，测得它们含硫量为 

4. 28, 4.40, 4.42, 4.35, 4. 37, 

试在下列两种情形下分别检验 

H 0: "=4_ 55， 55* 

假定方差不变， a =0. 05. 

(1) a 2 = 0. 01; (2) J 2 未知 • 

解因为算得 5 = 4. 364,5 2 = 0. 00293,所以： 

(1) ^ = 0.01 已知，应选用检验统计量(7,于是 


\u\ 


0. 186 
— 0•丁 


X /5~=4- 16 - 


査表知 之。.。 25 = 1. %, 经 比较知 hi =4* 16> Z 。 屬=1_ 96, 故拒绝 
//。，认为含硫量发生了变化. 

(2) /未知，应选用检验统计量7%于是 


\ t \= 0 . 186 —— x vT =7. 6835. 

/0. 00293 

査表知 f 0 .o Z5 (4) = 2. 7764, 经比较知 Ul = 7. 6835>4。 25 (4) = 
2. 7764, 故拒绝 H 。, 认为含硫量发生了变化. 

例 12 某种产品在处理前后的含脂率(质量分数，％)分别为 
X 和〜内， ff 2 ), y 〜 iV (内， a 2 ). 从产品中任取10件,测得它 
们在处理前后的含脂率如表 8. 3 所示. 试在显著性水平 0. 05 
下，检验处理前后的含脂率有无显著变化. 
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处理前0,19 0. 18 0. 21 0. 30 0. 66 0. 42 0. 08 0. 12 0. 30 0. 27 


处理后 0.19 0. 24 1,04 0. 08 0. 20 0. 12 0,31 0.29 0. 13 0.07 


解是但未知、两个正态总体下均值的假设检 

验，待检假设^/。:/^ = /^，是《 = 0,05下的双侧检验 • 

因为 x =0.273 ，y — 0 . 267, 

iSi = 0. 1677 ? iS 2 = 0.2839， ？ii = /22 = 10， 

所以由检验统计量 


X 一 Y 

/ 


Kni +/2 2 — 2) 


UI 


0. 055. 


/a ! | 0. 273 — 0* 267 A AC [ 

得 Ul =0. 233 X 0. ml ^ 0 * 055 * 

查表知 ^0.025 (18) = 2. 101，经比较知 u I = 0. 055<£。.。 25 (18) = 
2.101，故接受 H 。 ,认为处理前后的产品含脂率无显著变化. 

例 13 某林场釆用两种方案作杨树育苗试验.已知两种方案 
下苗高均服从正态分布，标准差分别为4 = 20 ，〜 = 18. 现各抽60 
棵树苗作样本，测得苗高 xi = 59. 34 cm , x 2 = 49. 16 cm , 试以 95 % 

的可靠性估计两种方案对杨树苗的高度有无影响. 

解是已知、双总体下均值的假设检验，待检假设片。:户 1 

=内，是05下的双侧检验 • 

因为 i = 59. 34, x 2 = 49. 16，<1 1 = 20,4 = 18，《 1 =打 2 =60,所以 


n 2 =60, 所以 


由检验统计量 U ， 得 


M = 59. 34-49. 16 x /^ = 2 , 93 . 
V / 20 2 + 18' 


査表知 Z a()25 = ；L 96,经比较知 U j = 2. 93〉 Zo . o 25 — 1. 96,故拒绝 

H 。， 认为两种方案对杨树苗的高度有显著 影响. 

例 14 甲、乙两台机床加工同一种产品，设两台机床加工的零 
件外径都服从正态分布，标准差分别为 A = 0. 20 ，h = 0. 40. 现从 


1. 96,故拒绝 
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加工的零件中分别抽取 8 件和 7 件，测得其外径（单 位： cm ) 如表 
8. 4 所示. 试在《=0. 05下检验两机床加工的零件外径有无显著的 
差异. 


表 8. 4 

甲 20, 5 19, 8 19. 7 20. 4 20. 1 20. 0 19. 0 19. 9 


乙 19.7 20. 8 20.5 19.8 19.4 20,6 19. 2 


解是已知、双总体下均值的假设检验.待检假设//。:内 
= 仏， 是05下的双侧检验 • 

已知打 20 9 a 2 = 0 . 40,算得 : r =194 93，： y =20, 


所以由检验统计量 


jj _ 


X - Y \ 

a\/n x +a\/n 2 


得 \u\=—= • …… 子 = 42. 

/0_ 04/8 + 0. 1677 

査表知 ^ 0 . 025 = 1. 96, 经比较知 UI=0.42<Zu 25 = 1. 96 , 故接受 

//。，认为两机床加工的零件外径无显著的差异 • 

例15在酿造啤酒中要形成致癌物质 NDMA ， 现测得旧、新 
两种工艺过程中形成的 NDMA 含量（质量分数， X 1( T 9 ) 如表 8. 5 
所示.设两样本都服从正态分布，且总体方差相等，作检验 

// 0: 外一户 2 <2， —户 2 >2 0=0,05), 

表 8 , 5 


旧过程 


新过程 



解是 4 = 但〃 2 未知、双总体下均值的假设检验，待检 

假设//。:片_抑^?，是 a =0. 05下的单侧检验. 

因为算得 

ni=ri2 — 12 j : r=5. 25 ， _y=1.5 ， Si~0. 965» 5 2 = 1 ^ 
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用检验统计量 


T = 


^—y 


— d 


S w V l/n l -\-l/n 2 


得 



5. 25 -L 5-2 
0."983 X 0. 408 


= 4 - 3633, 


此处 


Si = 


+ l)^j+ (n 2 — 1)^2 

ni-\-n 2 — 2 


^ — — 


査表知 ^0.05 (22) = 1. 7171，经比较知 / = 4* 3633>/ 0 .05 (22) = 


1. 7171,故拒绝 H 。， 认为 灼一妁 >2. 

例 16 据推测认为，矮个子的人比高个子的人寿命要长一些. 
下面将美国31个自然死亡的总统分为矮个子与高个子两类（以 
172. 72 cm (68 in ) 为界），其寿命如表 8. 6所示.设两个寿命总体均 


服从正态分布，且方差相等. 问：数 据显示是否符合推测 U = 
()• 05)? 


表 8- 6 


矮个子 

85 

79 

67 

90 

80 





髙个子 

68 

53 

63 

70 

88 

74 

64 

66 

60 


60 

78 

71 

67 

90 

73 

71 

77 

72 


57 

78 

67 

56 

63 

64 

83 

65 



解是4 = 4 = 但〃 2 未知、双总体下均值的假设检验，待检 
假设只。：// 1 <户 2 ，// 1: 户 1 >;/ 2 ，是£?=0.05下的单侧 检验. 

因为 S = 80. 2，jy = 69, 15 >5i = 8- 585^5 2 = 9, 315，”i = 5，”2 = 
26. 由检验统计量 


T =— 


X-Y 


S w V lAi + l/n 


得 


80. 2-69. 15 
9. 218 X 0. 488 


= 2.456 爭 


査表知4。 5 (29) = 1. 6991，经比较知£=2,456>心。 5 (29) = 1. 6991， 
故拒绝//。，认为推测正确，矮个子人的寿命高于高个子人的寿命 • 
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例 17 某试验室分别在70 C 和80 "C 的温度下对某项指标分 
别作了 8次重复试验，测得该项指标的数据如表 8. 7所示.由经验 
知数据服从正态分布，且方差相等. 问：在 《=0. 05时，是否可以认 
为数学期望也相等？ " 


表 8. 


70 C 20.5 18. 8 19.8 20. 9 


• 2 21.0 19.5 


80 C 20 . 3 18.8 20,0 20.1 20. 2 19* 1 19*0 



解是4 = 4 = /但〃 2 未知、双总体下 均值# 的假设检验，待 
检假设只。:;^ =户 2 ，是0：=0.05下的双侧 检验. 

因为 

ni=n 2 — S^ jo = 20. 4^ 5? = 0. 8857, y—19^ 4? St = 0. 8286* 

由检验统计量： r， 得 



20. 4-19, 4 
0. 9258X0. 5 


= 2.1603. 


査表知 ，。屬 （14 ) = 2. 1448,经比较知 =2. 1603>4他（14)= 

2. 1448,故拒绝 H。， 认为数学期望不相等 • 在实际问题中，如果两 
个数据过于接近，则不宜作出结论，应重新抽样试验. 

例 18 从总体X〜 AK 内， a 2 )，y 〜 W(;/ 2 ，cr 2 ) 中分别抽取一个 
容量为 n 的样本，两样本相互独立，试设计一种较简单的检验法， 
检验假设月0 :户1 =户2 (显著性水平 tf ). 

解可以设户= 户厂内 ，则样本值为 

di = Xi—yi^ / = 1 ， 2 , _••，《- 


总体 Z=X—Y 〜 AK//，2(T 2 )， 待检假设//。:户=0. 

设3和&为样本均值与样本标准差，因2/未知，用检验统计 


量 T， 于是 


T =- - p 〜 tin — 1 ) ， 

S d / ^Tn 


拒绝域为 k 1>~2(”一 1). 

例 19 从总体X 〜取样本兄， X 2 ，" •，足^，从总体 
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y 〜 iv (" 2 ，< r 2 ) 中取样 本1^，1% ，…， y rt 2 ，两样本相互独立 • 待检假设 
H ^ ifx x = kfx z (々#0)，试确定检验统计量与拒绝域 • 


解因为 


工 〜 N 


所以 


x — ky 〜 N 


1 

CT 2 ) 


f 

a 2 

户 1 


, y 〜 N 

户 2, 



n l) 


V 

n z 


1 

a 2 

k 2 (T 2 \ 




-kfx z ，— + 


， 


{ 

打 i 

n 2 



于是 


(X — 々: y ) — (// 厂是 " 2 ) 


a 



n x n z 


k 2 n l J rn 




N (0 A ). 


(”「1 迟 m) ， ('i) 巧 m )， 


<r 




所以在災与 si 独立时，有 

(”厂 i ) m + (”厂 i . ) g ! 〜 y2u + …一 2) 

CT Z 


给出检验统计量（由 i 分布定义） 

〜办 1 +” 2 - 2) ’ 

拒绝域为 U 1〉^»/ 2 (”1+«2 — 2). 

这是因为，若 H 。 成立 ，内一 々户2 = 0,而 

iSm ." ~ \j [( W ! — l )*5 f + («2—1)5〗]/(” 1+”2 — 2). 

例20某厂 A 、 B 两个化验室每天同时从工厂的冷却水中取 
样，以测定水中的含氯量(质量分数， X 10- 6 )， 记录7 d 的数量如表 
8. 8所示. l^idi = Xi—yiy /=1，2,…，7,来自正态总体，问：两化验 
室的测定结果有无显著差异(《=0. 001)? 


表 8. 8 


A 室 

1. 15 

1. 86 

0. 75 

1， 82 

1. 14 

1. 65 

1. 90 

B 室 

1. 00 

1. 90 

0. 90 

1. 80 

1. 20 

1. 70 

1. 95 


解利用例 18 的方法•待检假设为 
0. 15 j — 0. 04，一 0* 15，0. 02, 一 0. 06，一 ()• 05，一 0. 05， 

算得 3=— 0.026, & = 0.092，”=7， 
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所以由 T = —^― 

SJ ^ 

得 | 川 7477 . 

査表知 ^ 0.005 (6) = 3. 7074,经比较知 u 丨 = 0. 7477<0。.。。 5 (6)= 
3. 7074,故接受//。，认为两化验室的测定结果无显著差异. 

例18与例20也称成对数据的检验，其特征是 A 来自正态总 
体.用于比较两种方法、两种产品或两种仪器的差异，常在相同条 
件下（如方差相等)作对比试验，取得成对的观察值，然后分析数据 
作出推断. 

例 21 为确定某工艺对降低橡胶制品中含硫量（质量分 
数，％)，在产品中随机抽取了 10件样品，记录了处理前后含硫量 
如表 8 . 9所示.试根据数据确定这种工艺对降低橡胶制品中含硫 
量的变化有无作用 （a = 0. 05). 


表8_ 9 


处理前 

6. 05 

5- 75 

7. 12 

7, 10 

6. 80 

6. 55 

5, 90 

7. 24 

5. 75 

7. 30 

后处理 

5- 68 

5.40 

5* 90 

6, 05 

6. 00 

5. 55 

5. 15 

6. 34 

5. 60 

6. 40 


解 ^di = x t — yi ^ / = 1，2,…，10，< 来自正态总体，为 
0‘ 37,0. 35，1‘ 22, ,1. 05,0. 80,1. 00,0. 75,0. 90,0. 15,0. 90， 

待检假设只。#>0，// 1: 户<0，是单侧检验. 

因为 d —0. 749» 1=0.3489 ， n = 10， 

所以由 r = J 77 ^ 

得 i= NM x ^= 6 ' 7887 - 

査表知 纪。 5 (9) = 1.8331，经比较知 r =6. 7887>^ os (9) = 1. 8331, 

故拒绝 H 。, 认为工艺对降低橡胶制品含硫量有显著作用. 

原假设的选择通常基于这样一种 想法: 若我们希望某项结论 

出现时，就故意把该结论不出现作为原 假设. 这样，如果能在《很 
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小时拒绝原假设，则结论出现就得到有力的支持•反之，若以结论 
出现为原假设，则即被接受也只能说明假设与试验数据相容，不能 
反映受到数据的有力支持. 

例 22 某药厂生产一种新止痛片，厂方希望验证服用新药片 
后至开始起作用的时间间隔较原有止痛片至少缩短一半，故需检 


验假设 

Hq : P-1 ~ 2/^2 9 //i : 

这里内和内是两种止痛片起作用时伺间隔的总体均值.设两总体 
都是正态总体， W 为已知， JTi ， J ： 2 , …， j :' 和: y : , jy 2 , … ，： y „ 2 为取自 
两总体的独立样本.试在显著性水平 a 下给出的拒绝域 • 


解本例属于例19的情形，々 = 2,但 cr ?，4 已知 • 
设 ifxijal / nx ') , y 〜 N 、 

则 x — 2 y 〜— + d / n 2 X 

当 H 。 为真时， X ~ 2y -.-—- NdOA ). 

V o\fn x ^r^a\/n t 

因为是单侧检验，故拒绝域为 


x — 2y 


厂 - - 

V (yl/n^ial/n 




对4 d 但大样本的情形，可以认为总体近似正态分布，且以 
s \, s \ 代替 d ,用检验统计量 C / 检验假设. 

例 23 某细纱车间在两种工艺条件下各抽取100个试样，测 


得细纱强力的数据，经计算得 

甲工艺：〜= 100， x =280, 5 i = 28； 

乙工艺 ： n 2 = 100， 5=286， S 2 = 28. 5. 

问：在 a = 0. 05 下，两种工艺条件对细纱强力有无显著影响？ 

解且未知，〜=« 2 = 100,待检假设//。：内二 内. 由检 

验统计量 U ， 得 


u 


_ 280—2861 

7287100 + 28. 5 V 100 


3. 995 


50. 
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査表知 z 。. 


025 


1. 96,经比较知 | u | =1. 50< Z 0 . 


025 


1.96,故接受 


//。，认为两种工艺条件对细纱强力无显著影响. 


例 24 甲、乙两机床加工同一种零件，抽样测量其产品的尺寸 


(单 位： mm ) ，经计算得 

甲机床：打 i = 80， x = 33* 75> = 0* 1 ； 

乙机床 ： n 2 = 100， 1=34_ 15，5 2 = 0. 15. 

问：在 《=0. 01下，两机床加工的产品尺寸有无显著差异？ 

解 n >50 时，即可认为是大样本问题.均未知，待检假 


设由检验统计量 f /， 得 


kl = 


_ 33_ 75 — 34, 15 | 
抓 1 V 80 + 0. 15 V 80 


0.4 
0 . 02 


= 20 . 00 . 


査表知 Z 0 . oo 5 = 2, 57,经比较知 I w 丨= 20_ 00〉 Z 。 屬 = 2. 57,故拒绝 
//。，认为两机床加工的产品尺寸有显著 差异. 

在更多的时候，我们只得到两个样本的一批数据，不知抑， 
也不知 w 与4是否相等.这时，要检验均值〜就要先检验方 
差齐性，即4=4是否成立.若成立，则可用检验统计量了来检验 
均值.这类例题，将在下节中演绎 • 


第二节正态总体方差的假设检验 


主要内容 

1. 单个正态总体方差的检验 

i § LX ^ X z ,-, X n 为来自总体 X 〜的一个样本 • 
(1) p 未知时，待检假设只。: 

用检验统计量 x 2 = (”~^ )52 〜 y 2 (”_ i )， 拒绝域为 
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X z < X\-an ( n -1) 或 X 2 > X 2 a/2 (” 一 1 ) • 


(2) y - 已知时，待检假设只。: = 

n 

(足. —戶 ) 2 

用检验统计量; = - : f 00,拒绝域为 

尤 2 <； d -«/2(«) 或 X ^ XlnM . 
单侧检验如表 8. 10 所示. 

表 8. 10 








续表 


条件 

假设 

H 0 

检验统计量 

统计童 

分布 

备择 

假设 

拒绝域 






X z >Xl/iin) 

或尤 2 < ZUrt ) 

- 

o 2 = al 

1 

1 


a 2 ^al 

1 

! 

i 

i 

1 



1 

1 


1 


0 

1 XUa /2 tail 





1 

X 2 >Xl(n) 

已知 

i 

a z ^a\ 

n 

足—户 )2 

— 


1 

1 

a z >al 






i 


o xl 







<y z ^a\ 




X 2 <XUa(n) 




a 2 <ial 

1 







0 Xl a 


2. 两个正态总体方差的假设检验 

设是总体 X 〜价灼，一）的一个样本， L ，!％，_*•， 
是总体^〜 AK ^， cri ) 的一个样本，且两样本相互独立，待检假设 

2 

H ^ ia \= a \. 

(1) 内，户2未知时，用检验统计量 

AS! 〜 F (” i — 1 »w z — 1 ) ， 

拒绝域为 

F'^FafZ (wi _ 1，《2 — 1 ) 或 F^>F 1_0 ： /2(«1 — 1 ，打 2 _1 )• 
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(2) 已知时，用检验统计量 


n. 


n t 




拒绝域为 


F ^ F a/2 (ni f n 2 ) 或 F < F 卜。 /2 ( n ” n 2 ). 


单侧检验如表 8. 11所示. 


条件 



检验统计量 


表 8. 11 


统计量 

分布 



拒绝域 




cX>c^ t 


F>Fy 


a 






F^FaCni , 


检验 




广 "2> 2 


Fin \ , 


F>F a n(ni ,n 2 
或 - a /2 (rti f 


a\^<Jz 





驀 
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疑难解析 


1. 对于两个正态总体期望的检验，当方差未知且不相同时， 
若 按方差未知但相等进行检验，其结果会怎样？ 

答当时，检验统计量 


T 


X-Y 


Sw = - 


Sw V l / n 1 + l / n 2 

— l)5i + (n 2 — 1)^2 


l +”2 _ 2 


但当 a ? = ka \ (々#1) ，〜二厂〜时 O 尹 1) ，有 


E ( X - Y ) 


五[路 ( l/«l + l /«2)] 


1 + 


[w 2 (r+l) —1]( 々一 1) (1—r) 
[n 2 (r + 々）一(々 + l)](r+l). 


显然仅当 A = 1 或 r = l 时，上式等于 1. 

所以，当4时，|了|的值会偏大或偏小，从而出现错误判 
断.这时，若使样本容量力与〜相等，则可使出现错误的可能性变 
小. 


方法、技巧与典型例题分析 

例1 某维尼纶厂生产的维尼纶纤度服从正态分布， 

0. 048 2 .当日随机抽取5根纤维，测得纤度 如下： 

1.55, 1.36, 1.41，1_40, 1.32， 

问：该 日厂里生产的维尼纶纤度的方差是否正常（《=0. 01)? 

解 是 p 未知、单个总体/的假设检验，待检假设 H q :< t 2 <0. 
0 A 8\ H l ： a >0. 048 2 ,是 a =0, 01 下的单侧检验 - 
因为 <To = 0. 048 2 j n = 5，5 2 = 0. 00788? 

(n — ^ )S 2 

所以用检验统计量 f = 得 
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得 


x 2 = 


4 X 0, 00788 

~ 07048 2 


= 13. 68. 


査表知 Xloi (4) = 1 3. 3,经比较知 Z 2 = 13. 。1 (4) = 1 3. 3,故拒 

绝//。，认为当日生产的维尼纶纤度方差大于 0. 048 2 . 

例 2 某纺织厂生产的一种细纱支数的均方差为 1.2 .现从当 
曰生产的一批产品中，随机抽取了 16缕进行支数测量，求得样本 

均方差为 2.1 .问： 在正态总体的假定下，纱的均勻度是否变劣 (《== 

0,05)? 


解是 P 未知、单总体方差/的假设检验，待检假设 
1. 2 z M 1： (7 2 >1. 2 2 ，是《=0. 05下的单侧检验. 

* 因为 n = 16， 5 = 2-1, <7。= 1.2， 

所以用检验统计量，= (n ~^ )S2 ，得 

, 3 ^ 14 ^ = 45 . 938 . 


査表知 ^.05(15)=24. 996,经比较知 f = 45. 938> Xo . os 05 ) = 
24. 996,故拒绝 H 。， 认为纱的均匀度明显变劣. 

例3自总体 X 〜 7 V (>， a 2 ) 取一容量为100的样本，测得 S = 


2. 7, U ( xi — j：) z = 225. 因为 ju ，。 2 均未知，在05下，检验下列 
*— 1 

假设： 

(1) H 0 ： yu =3; (2) H 0 ：( t 2 = 2. 5. 

解 a ) 是/未知、单总体均值^的假设检验.待检假设//。: 

户=3,是 a ==0. 05下的双侧检验. 

_ ^ ^ ^ • . _ 

因为 n =100， 5 2 = ^ = 2, 2727， oc=H 

所以用统计量 T = 得 

S/ V n 

\ t \ = |2 ： 丨 X / l 00 = l . 989. 

1- i>Uo 

査表知 ^025 (99)^ Z 0 .025 = 1 * 96,经比较知 U I =1. 9894>心。 25 (99) 
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= 1.96, 拒绝 //。. 在实际问题中，如果两数过于接近，则不宜作出 

结论，应提出重新抽样，再作一次检验的要求. 

• « 

(2) 由于; S (不― D 已知，可用检验统计量^ = ——， 

a 

待检假设 H D: 〃 2 = 2. 5,是双侧检验. 

# =證= 90. 

査表知 Xo .025(99) = 129. 56, Xo .975(99) = 74. 22, 

而 於 .975(99)〈 Z 2 = 90 <C 拉。 25(99). 

故接受 H 。， 认为方差 a 2 = 2.5. 

例 4 包装机包装食盐，设每袋盐的净重服从正态分布，规定 
每袋标准重量为500 g ，标准差不超过10 g . 某日开工后，随机抽取 

9袋，测得净重(单 位: g ) 如下： 

497, 507, 510, 475, 515, 484, 488, 524,491, 

在 a =0. 05下检验假设： 

( 1 ) // 0 ： ^= 500 ； ( 2 ) H o: a^l0yH l: a>10. 

解 （1) 是/未知、单总体均值^的假设 检验. 待检假设 
= 500,是 a =0. 05下的双侧检验 • 

因为 ”=9， x = 499» 5 = 16. 03, 

所以用检验统计量得 

S/ v n 

|，丨= 丨 4 %- o 5 3 00 1 x / y =0. 187. 

査表知 ko 2 S (8) = 2. 306,经比较知 UI =0. 187< fo . o 2 S ( B ) = 2. 306, 
故接受 H 。， 认为该天生产的食盐每袋净重是500 g . 

(2) 是;/未知、单总体方差的假设检验，待检假设只。:〃<10, 

是 a =0. 05下的单侧检验. 

因为 n = 9， 5 = 16.301，<7。= 10， 
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所以用检验统计量 ; t: 2 = —-1— >得 

卜 —。， 樣 258 . 

査表知 Xo.os(8) = 15. 507,经比较知 X 2 = 21. 258>^. 05 (8)= 
15. 507,故拒绝 H。， 认为该天生产的食盐每袋净重的标准差大于 

10 g . 

例 S 设随机变量 X 与 7 相互独立， X 〜 AK 内， 〜 
;v (内， <7〗）.尤，又 2 广‘，7 16 是又的一个样本, u 2 ，…， l 。是 y 的一 
个样本，测得数据 

16 16 10 10 

^^ = 84^ 2工卜563，2% = 18，2^ = 7 2* 

* 1 i=^l 1^1 t = l 

(1) 分别求内，内的矩估计值； 

(2) 分别求的极大似然估 计值； 

(3) 在显著性水平 a =0. 05下检验假设 

H 0 ： at^U H x ^ cX > a \. 

解 （1) 用样本一阶原点矩估计总体一阶矩，即得的和内的 
矩估计值为 

^1=^ = 77 S J： *' ==5 * 25, ^2 = ^ = JQ S -3 7 * = 1 ' 8 - 

(2) 正态总体 X 〜 AK// ， a 2 ) 的参数〃 2 的极大似然估计量为 V 


n 


2(足一又) 2 ，因此4和4的极大似然估计值为 


; 2= (工， -子) 


n 


16 




16 x 


7. 63, 


10 


S^ 2 -ioy 


3. 96. 


(3) 是未知、双总体方差的假设检验，待检假设 
;//: 是在 or=0, 05下的单侧检验 • 
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因为 5f = — 2 x) 2 = 8* 13， 

i — 1 

^ = } S ( x -^) 2 = 4 . 4 ； 

i —l 

所以用检验统计量厂=^/災 ， 得 

「 8-13 n 

F=—— = 1. 85， 

4* 4 

查表知 Fo. 05(15,9) = 3. 01，经比较知 F = l . 85< Fo . o 5(15,9)- 

3. 01，故接受 H。， 认为 d 不比4大. 

例6对某种金属的熔点作了四次测定，数据(单 位： C) 如下: 

1269, 1271, 1263, 1265, 

假定数据服从正态分布.在显著性水平 a = 0. 05下，检验假设测定 
值的均方差不大于2是否成立. 

解设熔点 X〜 AK//W 2 )， 是^未知、单总体方差的假设检验， 
待检假设//。 :< 7 2 <4，// 1: <7 2 >4，是《=0.05下的单侧检验. 

因为 w = 4，x=12. 67,5 2 = 13. 3,所以用检验统计量X 2 = 


(^― 1 ) 5 2 


，得 


^ 2 = 3X13^ = ia 

査表知; d.o S (3) = 9. 378,经比较知; k： 2 = 10>W. Q5 (3) = 9. 378,故拒 
绝 H。， 认为测定值的均方差大于2 C. 

例7两台机床加工同一种零件，分别取6个和9个零件测量 
其长度(单 位: mm) ，计算得 

5〖 = 0. 345， 51 = 0. 357. 

假定零件长度服从正态分布，是否可认为两台机床加工的零件尺 
寸的方差无显著差异 (《=()• 05)? 

解 是 Mi ， 均未知、双总体的方差的假设检验.待检假设 
//。:4=4，是0?=0.05下的双侧检验. 

因为 ^ = 0 . 345 , 5 〗= 0 . 357 , 所以用检验统计量厂=災/於，得 
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0, 345 
0. 357 


= 0. 966. 


査表知 厂。 , 。 25(5,8) = 4, 82,Fo. 975 ( 5,8) = 1/^025(8,5) = 0, 148, 经 
比较知 厂。 . 975 (5,8) = 4, 82<F = 0. 966<F 0 .025(5,8) = 0. 148, 故接 

受//。，认为两机床加工的零件尺寸无显著差异. 

例8某实验室有 A 、 B 两种仪器，测量某一物体长度（单位: 
mm )7 次和10次，得数据如表 8 . 12所示 • 在 a =0. 05下，能否认为 
仪器 B 的精度比仪器 A 的精度高？ 


表8, 12 


A 

97 

102 

103 

96 

100 

101 

100 

B 

100 

101 

103 

98 

97 

99 

102 101 98 101 


解物体的长度一般服从正态分布.但 妁，户2 均未知，可认为 

方差小的精度高•待检假设仏是单侧 检验. 

计算得災= 6, 4762,5〗 = 3. 7 W 8, 用检验统计量 F = 災，得 



6. 4762 
3. 7778 


=1. 714- 


査表知 尸。.。 5 (6,9) = 3. 37, 经比较知 F = l . 714< F 0 . 05 (6, 9) = 3. 37, 

故拒绝 H 。， 认为仪器 B 的精度比仪器 A 高. 

例 9 对两批同型号的电子元件各抽取6件进行测试，得电阻 
(单 位： Q ) 数据如表 8. 13所示.设元件的电阻总体分别服从 
价内，…和且相互独立.试在《=0. 05下检验两批元件 

的电阻有无显著差异. 


表 8. 13 


A 批 

0. 140 

0_ 138 

0. 143 

0. 141 

0. 144 

0. 137 

B 批 

0. 135 

0, 140 

0, 142 

0. 136 

0. 138 

0. 141 


解待检假设•但由于未知，考虑方差齐性， 
必须先检验 a \ 是否等于4，故提出假设 x ^\ = a \ ，是双侧检验- 


暑 


因为 
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x = 1405, y = 0. 1387， 5 i = 0. 0027, 

所以用检验统计量 F =^ AS !， 得 



0 0027^ 
0, 0026 2 


=1. 078. 


S 2 = 0. 0026, 


査表知 F Q . Q 2 S (5,5) = 7. 15, 


厂0. 975 ( 5 ， 5 ) 


025 ( 5 ， 5 ) 


0. 14, 


经比较知 0. 14 <F = L 078<7. 15,故接受//〖，认为两批电子元件 
总体的方差相等. 

由 但/ 未知的条件，检验两总体均值是否相等，可 
采用检验统计量7\•待检假设//。,•内=内，是双侧 检验. 


用检验统计量 


得 



|X-F| 1 

■ 一 • ■ ■■ 

(jh~ 1 )^ 1 + ( 泞 2 — 1)^2 / 1 丄 1 

n l '-j-n 2 —*2 v n 1 n 2 


_ 0. 1405 - 0. 1387_ 

/ (6 — 1) X 0, QQ 27 2 + (6 — 1) X 0~0026 2 
\ 6 + 6 — 2 



=1. 1763. 

查表知/。.。 25 (12— 2) = 2. 2281，经比较知 |?|=1.1763<0。.。 25 (10)= 
2. 2281，故接受 H 。, 认为两批元件的电阻无显著差异. 

例 10 某化工厂为了提高一种化工产品的得率（质量分 
数，％)，采用了两种方案，进行各10次试验，测得数据如表 8. 14所 
示.假设得率服从正态分布，试在 a =0. 05下检验甲方案得率是否 
高于乙方案- 


表14 


甲 

68-1 

62, 4 

64, 3 

64. 7 

68. 4 

66,0 

65. 5 

66. 7 

67. 3 

66- 2 

乙 

69. 1 

71. 0 

69-1 

70. 0 

69- 1 

麵 

67* 3 

70. 2 

72. 1 

67. 3 


解巧均未知，故应先作方差齐性检验 • 待检假设 
= 是 a =0. 50下的双侧检验（因为此时不保护原假设 
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故 cr 取 0. 5). 

因为 5 H 3, 3511， 5 H 2 - 2244， n 1 = n 2 = 10, 
所以用检验统计量厂=出/災，得 


3, 3511 
27*2244 


5 L 


査表知厂。. 25 (9,9)=0. 629， Fa 75 (9,9) = l . 59, 经 比较知厂。 25 (9,9) 
= 0. 629 <F = 1. 51< F 0 . 7 S (9,9) = 1. 59,故接受 //[ ，认为两种方案 
得率的方差相等. 

在4 = 4 = /但^未知的条件下，进行两总体均值的假设检 
验，待检假设 H 。 ，是 a =0. 05下的单侧检验 • 

因为 x =65 - 96 ? 孓 =69- 43， ni = n z = \ 0 ^ 

所以用检验统计量 r ， 得 

65. 96 —69. 43 1 

t = — ■ ■ ■ - _ ■ ■■. - ■ ■■■ • — 

/(1 Q - DX 3. 3511 + (10-1) X 2. 2244 /TTT 

V 10 + 10 — 2 V 10 + 10 

= —4. 6472. 

査表知心 95 (18) = — 1. 7341，经比较知，= — 4. 6472< f 0 . 95<18)= 
一 1.7341 ，故拒绝 H 。， 认为乙方案比甲方案可明显提高得率. 

例11 某农业试验站为了研究一种肥料对提高农作物产量的 
效果，分别取6块和7块条件相同的小区作对比试验，得数据如表 
8. 15所示.设农作物产量服从正态分布，试在 a =0. 10下检验这种 
化肥对提高农作物产量的效果是否显著. 


表 8. 15 


施肥 

34 

35 

32 

33 

34 

30 


不施肥 

29 

27 

32 

31 

28 

32 

31 


解是内，内，均未知的条件下的假设检验，需先检验 
是双侧检验. 

因为 ti\ 6 ^ tiz =z 7 j S\ =z 3*2? 1S2 4 y 
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所以用统计量 厂=巧/災， 得 


査表知 尸 。，的 （5, 6) = 4. 39，/^。. 95 (5,6) = ^ - ] . =0, 202,经比较 

f 0. 05 ( 6，5 ) 

知尸。 . 95 (5,6) = CL 202 <F = 0. 8< Fc .05(5,6)=4. 39,故接受//。，认 
为两总体的方差相等. 

检验假设 H 。: 内，是方差未知但相等条件下的单侧 检验. 
因为^=33，^=30,所以用检验统计量7 1 ，得 


_ 33-30 _ 

/ ( 6 — 1 ) X 32+ (7-1) ^ 
V 6+7—2 



= 2. 828, 


査表知 = 363, 经比较知 f = 828>f 0 .io(ll) = l. 363, 故 

拒绝//。,认为化肥对提高农作物产量的效果是明显的. 

例 12 从某学院学生的经常参加锻炼和不经常参加锻炼的男 
生中各随机抽取50名，测得平均身高（单 位: cm )^=174. 34,55 = 
172. 42.设身高服从正态分布，且已知 5. 35，< t 2 = 6. 11. 问：经 
常参加锻炼的学生是否高于不锻炼的学生 (《=0. 05)? 

解 < jU < yj 已知，所以不必作方差齐性检验，待检假设//。:内< 
户2;/^ :内〉/^，是单侧检验. 

因为 


174. 34 9 y = 172. 42^ tii = z Ti ^ = 50 ? = 5. 35 j cT2 = 6. 11， 


所以用统计量 


X-Y 


V ^ l /« l +^2 /^2 


，得 


174. 34-172.42 


5 - 35 2 , 6* II 2 


1. 67. 



50 



50 


査表知 Z q , 9S = ：L 64,经比较知 “=1. 67>2 o .95 = L 64,故拒绝 //。， 认 
为经常锻炼的学生高于不经常锻炼的学生. 

此例再次说明，方差是否相等很重要. 


» 
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第三节总体分布的假设检验 


主要内容 


总体分布的假设检验是针对分布本身，而不是针对分布中参 
数的检验，又称为非参数检验. 

1. t 拟合优度检验法 

(1) 总体 X 只取有限个值的情形设总体 X 是仅取有限个 
(是)值的离散型随机变量，样本 为不， ，… ， X „ ，检验假设 H 。： 总 
体 X 的分布 律为尸 } = * = 1，2,…，是. 

由皮尔逊 （ K . Pearscm ) 定理可 知：当 成立时，如 oo 时， 

近似地有检验量^〜#(々一 1)* 

因此，对于给定的显著性水平《，如果 


k 


(-=1 

则拒绝 H 。， 否则接受//。. 


(fj — npj) 
npi 


(々一 1) ， 


要求 n >50， npi >5, 若，应适当合并事件，使 
这里，频率 /,/ n 是在 n 次试验中，事件儿出现的频率. 

(2) 总体 X 取无限多个值的情形设总体的分布函数为 
F(j ：) »Xi , X 2 , ••• f X „ 为来自 X 的一'个样本，检验假设//。 :i^(*3：) = 

F 0 ( x )( 或 /( x )=/ 0 ( x )). 


由皮尔逊定理可 知：当 H 。 为真时，若”充分大(《>50)，则不 


论总体 X 属于什么分布，; C 2 = t (乂 ：声’） 总是近似服从 

ITT n Pi 

#(々一 r —1) 分布，其中 r 是被估计参数的个数. 
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因此，在显著性水平 a 下，当 

X 2 =1 ： (/, ~ ： A)2 >^a-r-i) 

n Pi 

时，拒绝//。，否则接受//。. 

当 nA <5 时，应适当合并区间，使 
2 . 秩和检验法 

秩和检验法是一种用样本秩代替样本值的检验方法，用来检 
验两总体的分布函数是否相同. 

设两总体 X 和7的分布函数分别为 FCr ) 和 FO 0, U 2 , …， 

又，和 L ， y 2 ，…，分别是 x 和 y 的两个相互独立的样本.检验假 

1 £ 

设//。，0)=尸(30. 

(1) 将样本观察值按由小到大的次序编号，规定数据的序数々 
为该数的秩. 

(2) 将分别属于第一总体和第二总体的样本观察值的秩相 
加，得到第一样本和第二样本的秩和私和私 • 

(3) 取容量小的样本的秩和为检验统计量7\ 

(4) 由样本容量 Wl 和《 2 及检验水平 a , 通过秩和检验表 (a = 
0. 05)，査出 C \ 和 C 2 . 

若<^ < T < C Z ，则接受 H 。 ;若 TCCi 或 T > C 2 , w \ 拒绝 Ho . 
注意，括号内数字为样本容量(〜，》 2 )，括号下的两对数字为 
临界点（对应不同的犯第一类错误的概率），右边小数为犯第一类 
错误的概率. 

当〜,〜大于10时，用检验统计量 C /， 此时 

T ^ N \ -2-’-12 j ， 

统计量为 

TJ ^ T-n l jn l +n 2 ± im^ _ N(() ^ 

V 十 1)/12 
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疑难解析 


1. ^拟合优度检验法的基本思想是什么？ 

答： e 拟合优度检验法的基本思 想是： 将随机试验的可能结 


果的全体分为々个互不相容的事件次，八，…， A ， 使2^=0, 

1=1 

AiAj — 0 ，Hj G ， ）= 1 ， 2 ，…， 々 ）， 在假设 H 。 下，计算概率 A = 
尸(凡）（或者用极大似然估计法估计•在”次试验中，统计事件 


A 出现的频率，比较频率 /,/ n 与概率 A (或 &)• 在只。为真，且试验 
次数很大时，频率与概率的差异应很小 • 由此提出检验统计量 



(fj — npj ) 2 
npi 


k 

或 f =2 

； — 1 


ifi — 於 pi) 2 ) 

n pi i 


检验假设 H 0 . 

一般要求 《>50. 

2. 怎样确定; f 2 拟合优度检验 中的巧 )($)? 还应注意哪些问题？ 
答 /^ Or ) 可由总体的具体情形初步确定，然后用极大似然 

估计法估计参数的值，用估计值代替参数值.具体的做法是 :将区 

间 （ 一 OO , +00) 分成 A 个互不相交的区间（一 00 ，<2 i ]， ，<2 2 ]，…， 

(〜 - U + OO ] ( —般可取 A ==5 〜 10); 再求出落在第〖个小区间内的 
样本值个数 (/ = 1，2，…，々 ） ，得到频率 /"«■/ ”，记 a 。 = — 00 — 
+ oo ; 然后令 = — F ( a ,_ i ) ，* = 1，…，々，用 Z 2 统计量检验 • 

还应注意的是： （1) 若总体分布含有 r 个未知参数，则临界值 
由; t 2 (々一 r —1) 确定； （2) 将 （_ co ，+ oo ) 分为々个区间的分法是任 
意的，但一般取々= 5〜 10. 当分布是对称时，区间也最好取为对称 
的； （3)«应当较大(《>0)，则临界域的结论较可靠 • 

3 . 秩和检验的基本思想是什么？ 

答 秩和检验法的基本思想是:取样本容量小的秩和作为统计 
量: T ， 根据统计量的值来求检验问题的拒绝域.威尔 • 柯克逊认为， 
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两个样本秩和总和尺 1+尺2 = ~^( 〜 + N 2)( Wl +〜 + l ). 当只。成立 

时，可以认为两独立样本实际上来自同一总体，因此兄和 y , 的值出 
现在排列的每一位置上的可能性相同.故样本容量小的样本的各元 
素应分散在排列中，集中在排列前边或后面的可能性很小，所以秩 
和: r 的值不应太大或太小.于是当: r 较大或较小时，拒绝//。. 


方法、技巧与典型例题分析 


t 拟合优度检验法 

尤 2 拟合优度检验法检验总体分布，要初步提出一个关于总体 
的假设，这一假设大多利用极大似然估计法作出，但也可以借助图 
形（如直方图上端连线）确定，方法较多.读者应多看一些参考书 
籍，提高自己的能力. 

例1 —枚骰子掷了 100次，得结果如表 8. 16所示，在《==0.05 
下，检验这枚骰子是否均匀. 


表 8. 16 


点数 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

频数， 

13 

14 

20 

17 

15 

21 


解用 X 表示骰子掷出的点数，尸 = *‘ = 1，2,…， 6. 

如果骰子是均匀的，则 A == l /6, t ‘ = l ，2,…， 6. 待检假设 

H ot pi=l/6. 


n 


计算检验统计量; t 2 =；S 


X 


Z 


13 


100 

了 


14 


(/; — 峨) 

npi 

100 
■ I — 

6 


的值，得 



20 


100 
了 


I 


{ 1001 

1 

hr 100) 

2 

r 01 loori 

1 6 j 

+ 

1 ^■— 

6 

+ 

( 21 6 ) J 


. 100 




査表知 Xo . 05(6-1) = 11, 071， 经 比较知 Z 2 = 3. 2<^. os (5) = 

11. 071，故接受//«>，认为骰子是均匀的. 

例2某厂近年来发生了 63次事故，按星期几统计如表 8 . 17 
所示， 问：事 故的发生是否与星期几有关 0=0. 05)? 


表 8,17 

星期 

一二三 

四 

五 


频数/, 

9 10 11 

8 

13 

12 


解设 X 为事故发生在星期/•，纟=1，2,…，6,尸 = 

若事故的发生与星期几无关，则 A = l /6, 纟=1，2,…，6.待检假设 

Ho ：A = 1/6. 


计算检验统计量的值，得 






9 - 






2 



=1. 67. 

査表知: d 。 5 (5) = 11. 07,经比较知; f 2 = l . 67<^. o 5 (5) = ll . 07,故 

接受 H 。， 认为事故的发生与星期几没有 关系. 

例3孟德尔 ( Mendel ) 在豌豆试验中对10棵豌豆株统计了黄 

色豌豆与青色豌豆颗数， 得：黄 色豌豆355,青色豌豆123.孟德尔的 
理论认为，青、黄豌豆比为1 : 3. 试在05下检验这一假设. 

解 设 / M 黄} = 3/4，/ > {青} = 1/4.待检假设 H 。: 尸(黄）= 3/4, 
尸{青} = 1/4. 


计算检验统计量 f =|] 的值，得 

(355 —478 X 3/4) 2 丨 (123—478 X 1/4) 2 _八 n 0C7 
^ = ~ 478 X 3/4— ~十 478 X 1/4 _U ' ⑽’. 

査表知;^。 5 (1) = 3.841，经比较知；^ 2 = 0. 1367<^. osO ) = 3. 841， 

故接受 H 。, 认为青、黄豌豆比为1 : 3. 
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例 4 某船厂的历史资料显示，生产的农用船销往 A、B、C、D、 
E 地区的比例为20% ,28% ,8% ,12% ,32%.在今年生产的农用船 
中观察了 500艘，发现销往上述地区的分别为120,123，43,66,148 
艘，试在 a=0. 05下检验销售比例是否改变. 

解设X为销往五个地区事件，则农用船销往不同地区的概 
率如表 8. 18所示，待检假设 H。: 尸 


表8_ 18 


X 

A 

B 

C 

D 

E 

A 

0, 20 

0, 28 

0. 08 

0. 12 

0. 32 


rt 


计算检验统计量 


X 


z 


npi 


的值，得 



(120 — 500X0.2)' (123 — 500X0. 28) 2 


500X0. 28 
(66-500X0- 12) 


500X0. 2 

(43-500X0. 08) 
"500x"0-^08 ~ 

(148 — 500X0, 32) 


500X0- 12 


500X0. 32 


7. 789 


査表知放。 s(4) = 9, 488,经比较知 f = 789<垃。 5 (4) = 9, 488,故 

接受 H。， 认为销售比例与历年无显著变化. 

例 5 从总体 X 中抽取一个容量为 80 的样本，得频数分布如 
下表 8. 19 所示，试在 a=0. 025 下检验 H。: 又的概率密度 



0<x<l ， 

其它. 


表 8* 19 


区间 1 

1 1 

1 1 1 

( 1 3 I 



0 ，+ 

4 J 

1 T ， j - 

( 2 ， 4 」 


频数 

6 

18 

20 

36 
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解因为 


A = P 




1 


< X < 


VA 




2 xdx 




Ci - D /4 


16 


1，2,3,4 


待检假设 H Q :X 〜 f ( x )= \ 2X ' 

1 0， 

列计算表如表 8. 20 所示•算得 

y2= y ' (人 — 哗,) 2 

表 8. 20 


0< x < l , 

其它. 

= 1.83. 


* 

/ 

区间 


L 


npi 

i 

； fi — np i 

i 

i 

i 

i 

(fi — npi ) 2 /npi 


( 11 





i 

i 

0 . 20 

1 



6 

0 , 0625 

5 

1 

2 

f 1 1 ■ 

t 4，2 - 


18 

0 , 1875 

15 

3 

0 . 60 

3 

( 丄 A 

V 2 ， 4 ■ 

J 

20 

0 _ 3125 

25 

-5 

L 00 

4 

[ 3 "I 

手 ， 1 

V 4 J 


36 

i 

0 . 4375 ; 

i 

35 

1 

0. 03 


査表 知於。 25 (3) = 9, 348, 经比较知 

X 2 = 1.83<^ o 2 5 (3) = 9* 348, 

故接受 H 。， 认为 X 的概率密度为 


fix ) 


2 x ， 0<工<1， 

0，其它. 

例6考察某地区110 kV 电网在某天内电压的波动情况，记 
录了当天的100个电压数据（单 位： kV )， 经分组整理后如表 8. 21 
所示，且得 109. 52, 5 = 1. 88. 试问：该电网电压是否服从正态 


分布 （a = 0. 05)? 
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奉 












8. 21 


区间 


( — oo , 106* 55] 
(106. 55,107, 55] 
(107, 55,108. 55] 
(108* 55,109, 55] 


频数 



区间 


(109. 55,110.55] 
(110_ 55,111. 55] 
(111, 55,112.55] 


(112. 55，+ 


频数 



解依题意，待检假设 仏 : 1 〜 AK "， tr 2 ). 参数户，/未知，由极 

大似然估计法，有5=又 =109. 52^ 2 ^5 2 = 1. 8 8 2 ,用估计值代替参 

数，所以待检假设〜 NC 109. 52,1. 88 2 )•由 

. ^ , Ja.-X] Ja^-X] 

pi = P {ai- x <,X^ai} —-——❿ 


(/= l ，2，.“，8; a 0 = 

将计算结果列于表 8. 22中•算得 

y2== V (乂 — ” A) 

rip, 

表 8. 22 




+ oo) ， 


0. 937. 




ifi—n pi } 2 ifi — n pi) 2 /n p { 


0 . 057 


0 . 899 8. 99 


0. 1546 15,46 


0 . 2045 20. 45 


0 , 2028 20, 28 


0 . 1511 15. 11 


0. 0864 8. 64 


0 . 0537 5. 37 


0 . 09 


0. 98 


6 . 05 


0 . 303 


7. 398 


0. 012 


0 . 130 


0 . 137 


0 . 016 


0 . 109 


0. 391 


0 . 015 


0, 365 


0 . 001 


0 . 015 


0 . 025 


* 










因为 々 = 8， r =2, 是 一 r — 1 = 5,查表知: d . 05 (5) = ll . 071 •经比较 
知 Z 2 = 0. 937<於。 5 (5) = 11.071，故接受//。,认为该日电网电压服 
从正态分布 AK 109. 52,1. 88 2 ). 

''例7为了考察某传呼台在中午12时至13时电话呼错的次 
数，统计了 200 d 的记录如表 8. 23所示 ，问： 在显著性水平《=0. 25 
下，能否认为总体服从泊松分布？ 


表 8. 23 


呼错次数 

0 1 

2 

3 

4 

频数， 

109 65 

22 

3 

1 


解待检假设//。:义〜; r ( A ) ( A >0). 

用极大似然法估计，计算估计值，得 

A =-x = ^(0X 109 +IX 65 + 2X22 + 3X3 + 4X1) = 0. 61. 


由 X 〜 ? r (0. 61) ，得 

^ o = e -°- 61 ^^ = 0. 543, 


/ >i = 0. 331 ， 


户 2 = 0. 101，/? 3 = 0,021，/) 4 = 0* 004* 


又 n p , = 0. 8<5,与合并，得到如表 8. 24所示 结果. 算得 




0. 384, 


表 8. 24 




h 

广- 

n p t 

(fi~n p^ 2 

ifi — n pi) 2 In pi 

0 

109 

0. 543 

108. 6 

0. 16 

0, 00147 

1 

65 

0. 331 

66. 2 

1. 44 

0, 02175 

2 

22 

0. 101 

20. 2 

3, 24 

0_ 16039 

3 

4 

3 

1 

0, 0211 

0. 004 f 

5 

1 

0. 2 


査表知 ZU4 —1 — 1) = %U2) = 2_ 773, 经比较知 Z 2 = 0, 384< 
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^.2 s (2)-2. 773, 故接受 // m 认 为传呼 台呼错次数服从泊松分布. 

例 8 每次检査产品时，都抽取10件产品来检査.统计100次 
的检査结果，得到每 10 件产品中次品数的分布如表 8 . 2 5 所示，试 

用^拟合优度检验法检验次品数总体 X 服从二项分布 U = 

0. 05)? 


表 8. 25 


次品数 A 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

>6 

频数乂 

32 

45 

17 

4 

1 

1 

0 


解待检假设 x 〜由极大似然估计法，经计 
算，得 

^ = 100 1 xiq (45+2X17+3X4+4X1+5X1)= ^ > 


故待检假设〜5(10，1/10). 

尸 {X = z ]= Q 0 X (1/10 VX (9/10) 10 —% /=1，2,…， 10. 

为了使《 ^>5,将 x , = 3,4,5 合并，于是 々 = 4， r = l . 计算 Z 2 的观察 
值(计算数据不再列岀），得 



(fi — n p^) 
n p t 


L 


69 - 


查表知 Xo.os C 4 — 1 一 1) = 5* 99, 经比较知 Z 2 = 1* 69 Xo.os (2 ) = 
5. 99,故接受//<>，认为10件产品中的次品数服从二项分布 


5(10,1/10). 

例 9 在 tc =3. 14159 …的前 800 位小数中各数字岀现的次数 
如表 8. 26 所示，试用 f 拟合优度检验法检验各数字的分布是否服 
从均勾分布 （a = 0. 05), 


表 8. 26 


数 

1 

1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

频数 

74 

92 

83 

79 

80 

73 

99 

75 

76 

91 


解以 X 记 K 的小数部分出现的数字，尸 {X = G = A ， ，•= 
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0，1， …， 9 •若 X 服从均匀分布，则 A = l /10, 故待检假设 

Ho :九= 1/10，/ = 0，1，^”，9. 

列出计算结果如表 8. 27所示.算得 


d 


x 2 =2^ 


(fj — npj) 

np t 


5. 125. 


表 8. 27 


* 

1 

■ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

ft 

74 

92 

83 

79 

■ 

80 

73 

99 

75 

76 

91 

\fi~npi | 

6 

12 

8 

1 

0 

7 

3 

5 

4 

11 

ifi~npi) z 
npi 

0,45 

1.80 

0.1125 

0.0125 

0 

0.6125 

0.1125 

0.3125 

0.20 

1.5125 


査表知 ^05(10-1) = 16 - 919, 经比较知 z 2 = 5 - 125<^. o 5 (9) = 
16. 919, 故接受 //。， 认为 tu 的小数部分各数字的分布服从均匀分 
布. 

例 10 某运动员用手枪对100个靶各射击10发子弹，记录射 
击的结果如表 8. 28所示，试用; f 2 拟合优度检验法检验射击结果是 
否服从二项分布0=0, 05). 


表 8. 28 


命中枪数 

0 

1 

2 3 4 5 6 7 8 

9 

10 

靶数 

0 

2 

4 10 22 26 18 12 4 

2 

0 


解设射击命中枪数 X 〜户），分布律 

p n (k)=c k n p k a-py - k 9 々 =o ， i ， … ， io. 


由极大似然估计法，^ =又/>1 = 5/10 = 0. 5. 因为应不小于 
5,将0，1，2和8,9，10合并，因而有#=6.列出计算结果如表 8. 29 
所示，算得 


7 




(fj — npj) 2 
np t 


= 0, 879. 
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表 8_29 


N 

Xi 

/, 


m 

fi—npi 

ifi — npiY/npi 

1 

0,1,2 

6 

56X(+) 

5* 5 

i 

0. 5 

0. 045 

2 

3 

10 

120X( 士厂 

11. 7 

-1.7 

0. 247 

3 

4 

22 

210X( 

20, 5 

i 

1. 5 

0. 110 

4 

5 

26 

252 X(| 广 

24.6 

i 

1_4 

0. 080 

5 

6 

18 

臟 ur 

20. 5 

— 2. 5 

0. 305 

6 

i 

7 

i 

i 

12 

/ 1 \ 10 
120X( y ) 

11. 7 

0. 3 

0. 008 

7 

! 

1 

8,9,10 

i 

i 

6 

/ 1 \ 10 

56 X (y) 

5. 5 

i 

0, 5 

i 

0_ 084 


査表知 Zio S (7 -l — 1) = 11_ 071，经比较知 / = ()• 879<灶。 5 (5)= 
11. 071，故接受//。，认为该运动员射击命中枪数服从二项分布 • 


例11在一批灯泡中做寿命试验，其结果如表 8. 30所示•在 a 
= 0. 05下，待检假设 H 。， 灯泡寿命服从指数分布 


/(/) = 


0. 005 e -°._ 

0 , 


00 , 
文 <()• 


表 8. 30 


寿命 f 

[0,100) 

[100,200) 

[200,300) 

[300 ， +oo) 

个数 

121 

78 

43 

58 


解待检假设〜 /Cr). 

当 H 。 为真时，可算得 

pi = /⑴ cU ， / = 1，2,3， / >4 = 1 — x ipi * 

」〜 - 1 /=1 

査表知 ^ o . os (4 —1) = Xo.o5(3) = 7. 815. 
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因为 


n = 300 f pi =0. 394， p 2 = 0. 239 f /> 3 = 0 - 145, 

列： t ： 2 检验计算结果如表 8. 31 所示，算得 



{fi — npj ) 2 
npi 


=L 754. 


表 8. 31 


pi = 0 , 222 f 




[0,100) 

121 

0,394 

! 118. 2 

1 

[100,200) 

78 

0 _ 239 

71. 6 

[200,300) 

43 

0 , 145 

43, 4 

[300 ， +co) 

58 

0 - 222 

66 . 6 

i 


fi~ np t ifi — npi) 2 / npi 



0663 

573 

004 

111 


经比较知 f = l . 754<^ 05 (3) = 7. 815,故接受 H 。， 认为灯泡寿命 

服从指数分布. 

例 12 袋申装有8个球，其中红球数未知，在其中任取3个，记 
录红球的个数然后放回，再任取3个，记录红球的个数然后放 
回.如此重复进行了 112次，其结果如表 8. 32所示，试在 a =0. 05 

下检验假设服从超几何分布.即待检假设 


Ho : P {x=k } = 


C|C| 

Cl 


々 = 0，1，2,3, 


红球的个数为 5. 


表 8. 32 














作估计 pi — - --^ j - ■ » / = 0，1，2,3， 

得 po ^ O . 066， p ! = 0 . 2678， p 2 = 0 . 5371，$ 3 = 0, 1785, 


列，检验量计算表如表 8. 33所示，算得 


3 


—— ■- 

A — X j 


ifi — npj) 
npi 


L 667 - 


査表知 ^.05 (3 - 1 )= 5. 991 ,经比较知 = h 667<灶。 5 (2)= 
5. 991，故接受/^，认为红球个数为 5- 


表8, 33 


Xi 


A 

npi 

/,■ — npi 

ifi~ npi) 1 hip t 


1 

31 

0.0166 

0. 2678 

M 

30 1 

0 

0 

2 

55 

0_ 5371 

60 

-5 

0_ 4167 

3 

29 

0. 1785 

20 

5 

i - - - 

h 25 


二、秩和检验法 

秩和检验要注意的是 ，一 定要分清哪类样本容量小，计算其 
秩.其次，在两组临界值中，通常取犯第一类错误概率较小的一组 • 
例 13 对染料的某种成分进行了两次测定，分别测试了 8瓶 
和6瓶样本，得数据如表 8. 34所示 ，问： 这两次测定有无显著差异 
( a =0. 05) ? 


表 8. 34 


第 一 次 

2. 36 

3. 14 

7. 52 

3. 48 

2. 76 

5. 43 6. 54 7. 41 

第二次 

4. 38 

4. 25 

6. 54 

3. 28 

7. 21 

6. 54 


解待检假设//。:^(工）=。(工). 

将样本值按由小到大的次序排列，确定每个样本值的秩.因第 
二次样本容量较小，计算其秩•将表 8. 35中有下画线数据的秩(属 
于第二个样本）相加（相同的值，取秩的平均值），得第二样本的秩 
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和 


r = 4 + 6 + 7 +10 + 10+12 = 49- 

由 or =0. 05 査秩和检验表，得7\ = 29，了2 = 61.显然 

29<49<61，故接受//。，认为两次测定无显著差异 • 


表 8 * 35 


数据 

2.36 

2. 76 

3. 14 

3. 28 

3. 48 

4. 25 

4. 38 

秩 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

数据 

5.43 

6 . 54 

6 . 54 

6 , 54 

7 . 21 

7.41 

7. 52 

秩 

8 

10 

10 

10 

12 

13 

14 


注意，当〜 ，〜 大于10时，不能在表上查出•此时可用检验 
法，租为 T 〜 N — («!+«2+1) ，所以其检验统 

Z 丄 Z I 

计量为 

〜獅，”， 

ynxn 2 ( 〜十〜十 1)/12 

拒绝域为 1«1>1 /2 . 

本例中 = 

= 0. 52< CZo . 025 ~ 1* 96,所以接受 Wo , 可见 

f. (0 

与秩和检验结论一致. 

例 14 某药厂生产了一种新药，经过某医院临床试验，对服用 
此药的5个病人和不服用此药的4个病人进行跟踪调査，得到病人 
存活时间（单位 ：年） 如表 8. 36所示，试确定此药是否对疾病有抑 
制作用（《=0. 05). 




表 8. 

36 

服药 

3 

4, 2 

3* 9 5_ 1 4. 4 

不服药 

2 . 2 

0 , 8 

0 . 8 1 ， 3 


解设总体 X 和7分别为服药与不服药病人存活时间，待检 

假设/ / 0: 内=户2，/^ :卢1>户 2 . 

将数据按大小排列（见表& 3 7 )，并取秩求秩和.由表 8. 36算 
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得秩和 了 = 10, 査表知 7\ = 12 .显然， 10<12, 故拒绝 //。， 认为此药 
确有抑制作用（存活时间户 i > 户 2). 

表 8. 37 

数据 0.8 0.8 1.3 2.2 3 3. 9 4. 2 4. 4 5, 1 

秩 1 2 3 4 5 6 7 8 9 


例 15 表 8. 38给出了两个地区成年居民血液中胆固醇含量 
的数据，试用秩和检验法检验两地区成年居民中血液胆固醇含量 
是否有显著差别 U =0. 05) - 


表 8. 38 


地区一 

403 

244 

253 

235 

319 260 

地区二 

403 

311 

269 

336 

259 


解设总体 x ， y 分别表示地区一、地区二居民血液中胆固醇 

含量指标，待检假设 H 。 : ^1 = ^2- 

将数据按大小排列（见表 8. 39)，取秩，求秩和•算得 


了 =4 + 6 + 7+9 + 10. 5 = 36. 5. 

表 8. 39 


数据 

235 

244 253 259 

260 269 311 319 336 

403 

403 

秩 

1 

2 3 4 

5 6 7 8 9 

10 . 5 

10. 5 


査 表知了 显然，20<36, 5<40,故接受//。，认为两地 


区居民血液中胆固醇含量指标无显著差异 • 


例 16 为了解甲、乙两班工人的劳动生产率，通过随机抽样取 


得，如表 8. 40所示，试在 a =0. 05下，检验甲、乙两班工人劳动生产 


率是否有显著差异_ 

表 8. 40 


甲班 

28 

33 

39 

40 

41 

42 

45 

46 

47 

乙班 

34 

40 

41 

42 

43 

44 

46 

48 

49 52 
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解 设总体 x 与 y 分别表示甲、乙两班工人的劳动生产率指 
标，待检假设 iUl = ^2* 

将数据按大小排列(见表 8. 41) ，取秩，求秩和.算得 
T = l + 2+4 + 5. 5 + 7. 5 + 9. 5 + 13 + 14. 5 + 16 = 73， 


表 8. 41 


甲 

28 

33 


39 

40 

41 

"42 



45 

46 

47 




乙 



34 


40 

41 

42 

43 

44 


46 


48 

49 

52 

秩 

1 

2 

3 

4 

5- 5 

7-5 

9- 5 

11 

■ 

13 

14, 5 

16 

17 

18 

19 


査表知（《!，〜）=(9,10)，得（7\，: r 2 ) = (69,111). 显然 69<73< 
111,故接受//。，认为甲、乙两班工人劳动生产率指标没有显著差 
异. 

例 17分别从两个球队中抽査了部分队员行李的重量(单 位: 

kg )， 得数据如表 8. 42所示.设两样本独立，且1队、2队队员行李 

1 

重量总体的密度至多差一个平移.记两总体的均值分别为内，的， 
试检验假设 （ a =0. 05) Ho；^i = ^ z ， H 1 ； ju 1 </ x 2 . 


表 8. 42 


1 队 

34 

39 

41 

28 

33 

2 队 

36 

40 

35 

31 

39 36 


解待检假设只。： 户1 = ，只1 : 

将数据按大小排列(见表 8. 43)，取秩,求秩和.算得 


7^1 + 3+4 + 8. 5 + 11 = 27, 5, 

表8, 43 


数据 

28 

31 

33 

34 

35 

36 

36 

39 

39 

40 

41 

秩 

1 

2 

3 

4 

5 

6 . 5 

6 . 5 

8 . 5 

8 . 5 

10 

11 


显然，20<27, 5<40, 

故接受 // 。，认为两队队员行李重量没有显著 差异 . 

例 18 A、B 两机床生产同一种零件，测得长度（单 位 : mm ) 如 
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表 8. 44 所示，试用秩和检验法检验两机床生产的零件的长度有无 
显著差异 （ a =0. 05). 


表 8. 44 


A 

20.54 

27,33 

29. 16 

21,34 

24.41 

20.98 

29.95 

17.38 

21.74 

31.72 

B 

26.27 

25.09 

21.85 

23, 39 

18,41 

22.60 

24. 64 

13.62 

11.84 

12.77 


解设 a 、 b 两机床生产的零件总体分别为 x 和 y . 待检假设 
将数据分别按大小排列（见表 8. 45)，取秩，求秩和. 


表 8. 45 






17.38 


20. 54 

20.98 

21.34 

21.74 


B 

11.84 

12.27 

13.62 


18.41 





21.85 

秩 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Q 



24.41 




27.33 

29.16 

29.95 

31.72 

B 

22.60 

23. 39 


24. 64 

25.09 

26,27 





秩 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 


可任取 A 、 B 为样本，不妨选 A ， 则秩和了=121•又 
(” 1 ，》 2 ) = (10，10)，査表知（了 1 ，了 2 ) = (83,127).显然，83<121< 
127,故接受 H 。， 认为两机床生产的零件长度无显著差异 • 

例 19 为了解甲、乙两厂产品的质量，对其平均质量指标进行 
了抽样检测，抽得甲厂（指标的）样品150个，乙厂（指标内)样品130 
个，算出乙厂秩和： r =20306 .在 a = 0. 05下，试检验假设//。：内= 


解 Wi = 150， w 2 = l 30 >7^ = 20306. ti \ 很大，不能査表.用检 

验统计量（见例 13) 


U — v / r 3~ [2 T — ( wi +«2 + 1)]/^/ n l n 2 ( n l -\- n z -\- l ) 

得 yT (40612—130 X 281)/ /150><130><281=3. 0214. 

而査表知 Z a<)2S = l . 96,经比较知 3. 0214>1. 96,故拒绝 H 。， 认为 
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例 20 表 8. 46给出 A 、 B 两种型号的计算器充电后所能使用 
的时间（单 位: h ). 设两样本独立，且数据所属总体的密度至多差 
一 个平移，试问：能否认为 A 型计算器充电后使用时间比 B 型的计 
算器长 U =0. 01)? 


表8_46 


A 

5. 5 5. 6 

6 _ 3 

4, 6 

5. 3 

5. 0 

6 . 2 

5.8 

5. 1 

5. 2 

5, 9 

B 

3. 8 4. 3 

4. 2 

4_ 0 

4_ 9 

4. 5 

5. 2 

4. 8 

4. 5 

3. 9 

3. 7 4. 6 


解待检假设 


H 0 ： Ma = Mb^ 

将数据分别按大小排列（见表 8. 47) ,取秩，求秩和.算得 

T =9 - 5 + 13+14 + 15. 5 + 17 + 18+19 + 20 + 21 十 22 + 23=192. 


表 8. 47 


据 

3.7 

3.8 

3,9 

4.0 

4.2 

4,3 

4.5 

4.5 

4.6 

4.6 

4.8 4.9 

秩 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7.5 

7.5 

9.5 

9.5 

11 12 

数据 

5.0 

5.1 

5.2 

5.2 

5_3 

5.5 

5.6 

5.8 

5.9 

6.2 

6.3 

秩 

13 

14 

15.5 

15,5 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 


又 /2!( ni + n 2 +1)/2 = 132?〜〜（〜+〜十 1)/12 = 264. 

计算检验统计量 U 的值（因得 


192-132 


u 


/264 


3. 69. 


査表知 2(^ = 2. 33,经比较知 69> Z 0 .oi = 2. 33,故拒绝//。，认 
为 A 型计算器充电后使用时间比 B 型计算器使用时间长 • 


硕士研究生入学试题分析 


一、 本章考试要求 

1. 理解显著性检验的基本思想，掌握假设检验的基本步骤， 
了解假设检验可能产生的两类错误. 
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2. 掌握单个及两个正态总体的均值和方差的假设检验. 

二、本章的重点内容 

假设检验(单个或两个正态总体的均值和方差），确定检验统 
计量并进行假设检验. 

1. 设足, X 2 ，…， X 是来自正态总体 JV (««， a 2 ) 的简单随机样 

n n 

本，其中参数"和？未知.记又=丄^>,4 2 =2(足一又) 2 ，则假 

n t =i t ^i 

设//。://=0的了检验使用统计量 _ • (1995 年四） 

解 ： r =( x — /O/cs/AT )， 化为 


T = — ^/~n I (Xj — Xy/jn — l) 

S/v n I v i=i 


=x \/ n (« —1 )I ^ ( Xi—Xy —x ^ n(n — l )/ Q m 

2 . 设某次考试的考生成绩服从正态分布，从中随机地抽取 36 
位考生的成绩，算得平均成绩为 66. 5分，标准差为15分.问 :在显 
著性水平 0. 05下，是否可以认为这次考试全体考生的平均成绩为 
70分？并给出检验过程•表 8. 48是 f 分布表尸{ 〆 ")<£ 〆 ”）}=/>• 


表 8. 48 


t P (n) 

^^ 

n ^ 

P 

0. 95 

0. 975 

35 


1. 6896 

2.0301 

36 


1. 6883 

2_ 0281 


(1998 年一) 

解设考生成绩 X 〜 A ^(/<， cr 2 ) ，样本容量《 = 36，*3：=66. 5»5 = 
15，待检假设//。://=70. 

因为/ 未知，检验 P 用了检验法，得 

|； j = |^-70| X v ^ T /5=|66. 5-70| X 6/15 -L 4. 

査表知 025 (36 _ 1 ) = ^ o . 025 (35 ) = 2- 0301 ， 经比较知卜 1 = 1. 4 < 
广。 . 。25(35) = 2_ 0301，故接受//。，认为平均成绩是70分 • 
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第九章方差分析与回归分析 


第 一 节方差分析 


主要内容 

方差分析 (analysis of variance ) 是对试验的结果进行分析，鉴 

别不同因素对试验结果影响大小的一种有效方法，是英国统计学 
家费舍尔 ( R . A . Fisher ) 最先提出并使用的. 

一 、单因素试验的方差分析 

影响试验指标的条件称为试验的因素，只有一个因素在改变 
的试验称为单因素试验. 

因素所处的状态称为因素的水平.设试验的因素有 s 个水平 
， A ， 在各个水平八^ (_/ = 1，2,… ， s ) 下的样本仏，: C 2』， …， 
来自正态总体 X 〜 W ( A 0，( T 2 )， 且相互独立，其中内，/未知.在正 
态总体和方差齐性(〃 2 相同）前提下，提出待检假设 

H oi =…； ^产 内， :片不全相等. 

样本观察值如表 9.1 所示. 

记：^为第）个水平下第 t ’ 次试验的结果. 

w : =«i + n2 + , * , +n J » 

表中 ^ ( j = l ，2,…， 5 ) ， 

n J i=i 

n j 一 

T * j— > ' Xij — TljJO . j (』=1，2, … ， 5 )， 

1 = 1 
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表 9.1 



x 


n 




称为数据总平均. 


n. 


T — I] 'jjp“=nx ， 卩 = ? 了] rijfXj ，称为总平均 • 


s 


n . 


St = ixij — jo ) 2 称为总变差平方和 • 


〜= 文;玄; G . 厂^) 2 =袁；”而•厂 B 2 称为效应平方和. 

j— 1 /—I J = 1 

s E = f ] y ] u 厂 s … 2 称为误差平方和. 

j= 1 i=l 

存在关系 5 r = 5,4 + Se * 

由于祭 〜％ 2 (w — 1)， @ 〜； f 2 (s — 1)， 

ECSe) — — 5 ) 戊 2 ， ECSa) = is — 1 ) 汀 2 * 

心与心相互独立.选择统计量 



S A /(s — 1 ) 
5 £ /(n — s ) 


〜 F(s — 1 ，n — 5) 




检验的拒绝域为 G — 1，《— 5 )(«为显著性水平) • 

单因素试验方差分析表(见表 9. 2) 反映了方差分析的结果 
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表 9.2 


方差来源 

平方和 

自由度 

均方 

F^t 结论 

因素 d 


5-1 

= Sa/ (-J — 1 ) 

F=S a /Se 

误差 

*?£ 

n — s 

^E = SE(n — s) 


总和 

St 

n — 1 




二、双因素试验的方差分析 


有两个因素 / UB 作用于试验的某一指标.因素 Z 有 r 个水平 


乂1 ，乂2, _• •，儿，因素5有 s 个水平氏，氏， _• •，反 ，对因素 A ，5的水平 


的每对组合 ( A ， 尽），/ = 1，2, …， r 且 y = l ，2, … d 做试验 • 按试验 
次数分为无重复试验和等重复试验. 

1 . 双因素无重复试验的方差分析 

对因素的水平的每对组合 ( A ， 氏)只做一次试验的方差 
分析称双因素无重复试验的方差分析.将试验数据列于表 9. 3. 


表 9. 3 


因素 

B, 

b 2 

備 _ • 

B s 

Xi - 



— 

■ 


Xi , 

^2 

■ 

* 

■ 

工 22 

* 

• 

wm* 

■ 

x 2 * 

» 

# 

A r 

■ 

■ 

■ 

■ 

■ 

X r * 

X . j 





X 


设工 ，广別叫 〆 ），是从正态总体別片 〆 2 )中抽得的容量为1 

的样本，且相互独立.其中 

= "+% + /?)， i = l ， 2, …， r 且 j=l ， 2, … ， 5 ， 

r s 

2 a , =0 ，2 a =0 - 

/ =i j=i 

^ 称为因素 A 在水平 A 的效应， ft 称为因素 B 在水平尽的效应. 
作假设//。1 : … = flf r = 0, 又假设//。 2 一=/?,= 

0 ,记 
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r s 


s 


— 上 X ^ \ 飞 ― 

X= 77 2^i X l X ij ， X i 

f o 


5 


〉 : 工 。 ， t = l ，2, …， 


r 


r 


x 


严了 2:0, _/ = 1 ， 2, 


_ * _ 


，5 


r s 


则 

称为总变差平 方和; 


Sr^ 2 2 ( 工 i 广工 ) 


r 


5^=5^) ( j： t . — X ) 2 ，5 b = ^^) - j —工) 


称为因素的效应平 方和; 


F J 


心 =2 2 (a 

1 = 1 j~l 

称为因素乂， s 的误差平方和. 

当//。^为真时， 

Sa /(r —1) 


Xi 


X 


,+工） 


F a 




F((r-l),(5-l)(r-l)), 


^£/[(r — 1)(5 — 1)] 

在显著性水平 《 下，拒绝域形式为 

^>F G ((r-l),G~l)(r-l)). 


当//。 2 为真时， 

F B - 5fi/(5_1) 


F(G — l) ，（ r—1)(5 —1)), 


5 £ /[(r — 1) (5 — 1)] 

在显著性水平 a 下，拒绝域形式为 

Fs^F a ((s — 1 ) ，（广 _ 1)(5—1)). 

表 9. 4是双因素无重复试验方差分析表. 

表 9. 4 


方差来源 

平方和 

自由度 

均方 

尸比 结论 

因素 A 

5^ 

r — 1 

5^=仏/0— 1) 

Fa = ^a/Be 

因素5 

S B 

s — 1 

^B = Sb/ is — 1) 

Fb—Sb/^e 

误差 

S £ 

( r — 1) ( j — 1) 

Se—Se/( r l)(s 1) 


总和 

St 

rs — 1 
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2. 双因素等重复试验的方差分析 

对因素儿 s 的水平的每对组合(▲， 尽) 都作相同次数重复试验 
的方差分析称为双因素等重复试验的方差分析，数据如表 9. 5所示. 



r 5 


X 


rst 


工 w ， 


k=i 


工 i ) * 


> ' 工 ijk ， 


1 ，2 , …， r 且）=1，2,… 


s 


k 


i t 


记 


Xi 


St 


22-.- 




1，2, 


=i k ^ 
r t 


X 


rt A 






1 ，2 ，…， 5 


k 


而总平方和及其分解式为 


r s t 


心 = 2 2 2 ^ ijk — xY , 


\ k 




r s t 


其中 


Se = ) 2 > 


r 


{Xi 


D 2 , 


Sa — rt 


(x …—: r ) 2 ， 


r s 


s 仙=，22(工". ~ Xi 


X 


… +: c ) 2 . 
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5 m 称为的交互效应平方和. 


待检假设 


//oi : a i = … = A = 0 (^1 是水平人的效应）， 

H 0 z : 尽产 … = Ps = 0 (ft 是水平 A 的效应）， 

只03:^11 =^12=^“=>^ = 0 (7,7 是 A 和及的交互效应) • 

当 h q 1 S 真时， 


F 


A 


S A /( r — l ) 
S E /[ rs(t — l)J 


F((r — 1) ^rs(t — 1 ))， 


拒绝域为 F A ^ F a (( r - l ), rs ( t - V ). 

当//。 2 为真时， 


FB ^S ； /[rs(7^1)]^ F((s ^ lhrs(t ~ 1)h 
拒绝域为 F £ ^ F a (( s - l ) f rs ( t - l )). 

当//。 3 为真时， 

F _ ^ AB /[( r —1) (、卜 1)] 厂 （（ ” （ — 1 )) 

AB ^ S E /lrs(t-W] 

分析结果列成双因素等重复试验方差分析表（见表 9. 6乂 


表 9. 6 


方差来源 

平方和 

自由度 

均方 


F 比 结论 

因素 A 


r — 1 


f a : 


因素 B 

Sb 

5—1 

Sb = Sb /( s — 1 ) 

Fr - 

=^ b/^e 

交互作用 

Sab 

( r — 1) ( 5 — 1) 

^AB — SAB / ir — 1) (J — 1) 

Fab '- 

= S Ab /^ E 

误差 

Se 

rsit — l ) 

SE = SE / r ${ t —\^ 



总和 

St 

rst - 1 





疑难解析 


1. 怎样区分所讨论的问题是方差分析还是回归分析？ 

答方差分析与回归分析都是考察所研究的某一指标与试验 

因素（条件）的关系的.方差分析考察的是因素对指标的影响是否 
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显著，而回归分析考察的是因素的取值与指标的取值存在一种什 
么样的相关关系. 

因素可以分为两大类 ，一 类是属性的 ，一 类是数量的.属性的 
因素一般无数量大小可言，只是性质的不同，如种子的品种、机器 
的型号、材料的品质、加工的工艺等等.数量的因素可以在一定范 
围内取值，如人的身高、体重，试验的温度，产量，产品的合格率等 
等•也有本来是数量而属性化的，如施肥量可以是某个数量，但有 
时将它局限在某些范围内而分为高、中、低几个层次，就属性化了. 

当所考虑问题的因素是属性的时，问题属于方差分析的 范畴; 
当所考虑的因素是数量的时，问题属于回归分析的范畴. 

2 . 方差分析的依据是什么？ 

答方差分析的种类很多.在不同类型的方差分析中，因素可 
以增加或减少，数据结构可以发生变化.但是以下三个重要的假定 
是不变的. 

(1) 正态性假定有了正态性假定后，数据^认为取自 
/^(^，〃。，由此求得的各种离差平方和^^比值^^^)〜;^分布， 
从而定义 F 分布函数.没有正态假定，就没有; f 2 分布，也没有 F 分 
布与统计推断. 

(2) 方差齐性假定假定数据来自方差为 的正态总体, 
只有这样才能在相同的条件 (/ 相等）下来分析问题.考察指标的 
变化，才可以建立统计假设 H 。, 才有方差分析检验. 

(3) 线性假定线性假定指数据:^的取得仅通过线性运算，这样 
才可以把数据当线性模型处理，也才可以施行方差分析方法. 

在大数定律和中心极限定理下，正态性假设是易于确立的.数 
据的线性假设也符合实际，易于成立，但是，方差齐性假设不易确 

立.例如对于二项分布来说，其样本的方差随 f 而变 

W W 

化，对于不同组数据，很难保持方差齐性，所以常常用数据的变换 
来实现.由于其计算比较复杂，本书不加叙述. 
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在方差分析中，三个假定缺一不可，否则方差分析就失去了依 
据.在疑难解析问题4中将提到，方差分析可认为是 f 检验的发展， 
而对两个总体均值差在方差未知时的检验正是在正态总体、方差 
齐性(4 = 4 = /)、线性数据的假定下进行的，可见两者十分一致. 

3. 方差分析中所考虑因素的多少是怎样确定的？ 

答在实际问题中，影响指标的因素往往是很多的，这就需要 
根据问题的性质，对问题的了解和研究的规模确定因素的取舍，即 
只研究其中哪几个(或一个）因素，将因素分几个水平，怎样区分水 
平.为了研究方便且突出结论 ，一 般只让一个或两个因素变化，而 
把其它因素固定起来.这样观察和分析指标的变化和因素的影响， 
就得到单因素和双因素方差分析. 

4. 方差分析与£检验有什么关系？ 

答方差分析是由 （ 检验发展来的，它们都是检验几个总体 

的平均数是否来自同一正态总体的可信程 度的. 

当因素的水平等于2时,方差分析检验与 T 检验是一致的.当 
因素的水平(单因素）等于2时, F 统计量的第一自由度是 1， F 分 
布表中的 F 值与〖分布表中的 〖值存 在平方根关系，即^/ 2 (1> = 

Vf o (1,1). 这说明《函数的平方是一个 F 函数.但是 f 检验只适合 
水平等于2的情形，而方差分析适合水平大于等于2的情形 ■ 

5. 方差分析与 F 检验有何关系？ 

答方差分析与厂检验的关系在前面已经提到，方差分析是 
检验几个总体的平均数来自同一正态总体的可信程度，而 F 检验 
法是检验两个总体的方差来自同一正态总体的可信程度，两者的 
出发点是不同的. 

在方差分析中，规定了 — 1) 是第一样本作分子， 

是第二样本作分母.而 F 检验事先没有规定哪个样本为 
分子或分母，而是在算出数值后，通常以数值大的那个作第一样本 
写在分子上，这又是一个重要差别. 
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在方差分析中，当 //。 成立时， 
\_ Sa / — 1)]/[* S £/( n — s )] 服从 F 分布; 

当 H 。 不成立时，分布要偏右些（见图 
9.1). 因而，在方差分析时，通常采用单 
侧检验•在/^检验中，//。可信成立时， 
两样本的方差比服从 F 分布； 不成 
立时，分布可能偏左也可能偏右. 

方法、技巧与典型例题分析 



一 、单因素方差分析 

在对具体问题进行方差分析时，首先，应区分实际问题是单因 
素方差分析还是双因素方差分析，其中主要考虑哪些是可以固定 
的因素，哪些是变化的因素；其次，从数据来观察，看其是重复试验 
还是非重复试验. 

在计算过程中，要注意使用简化公式. 

单因素方差分析的简化公 式是： 


n . 
J 


s 


记 T ♦ j =^ jjc u ， )=1，2, 






即有 




n . 
J 


〜 =2 

)=1 i = 1 

s 

S A =^y i n j x\ J 


nx 


224-? 


nx' 


2 


* j 


丁 z 


S E — S T — S A . 

如果 5 个样本的容量都相同，即 


«。，则称之为 


等重复试验，否则称之为不等重复 试验. 若是等重复试验，有 

乂= 士如 厂？. 


例1对于某种作物进行5种不同肥料的耕作试验，每种肥料 
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做 4 次试验，试验的收获量（单位 : k ig ) 如表 9. 7所示， 问：不 同的肥 
料对收获量有无显著的影响 05)? 


表 9. 7 



试验批号 

12 3 4 



67 

67 

45 

52 

肥 

^2 

98 

96 

91 

66 


-^3 

60 

69 

50 

35 

料 


79 

64 

81 

70 


^5 

90 

70 

79 

88 


解分别以仏，仏， …， 化表示 5种肥料下收获量总体的均值， 

待检假设//。 ： 妁=户2 =户3 = /^ =户 5 .经计算得 

5 = 5 ? n 0 = 4 > n = 20, a = 0. 05 i 


5 4 


4 


1 J = 1 ^ = 1 # = 1 


2 




106033 


20 


X 1417 2 = 5638. 55 ， 


5 


5 4 

s(s 


2 




20 


S2>。) 


X 415723-^ X 1417 2 = 3536. 30. 
5£ = 5 r — 5^ = 2102. 25. 


而《 — 1 = 19，/2 — s =15， j — 1 = 4,方差分析结果如表 9* 8 所 7 K * 由 
^0.05(4,15) = 3. 06<厂比= 6. 308,故拒绝 H 。, 认为不同肥料对收获 

量的影响是高度显著的. 


表 9 . 8 


方差来源 

平方和 

自由度 

均方 

尸比 

结论 

因素 

3536. 30 

4 

884. 075 


显著 

误差 

2102.25 

15 

140. 15 

6 . 308 


总和 

5638. 55 

19 
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例 2 有一些棉布用不同的印染工艺处理，然后进行缩水率试 
验.假设采用了5种不同工艺，每种工艺处理4块布样，测得缩水率 
(%)如表 9. 9所示. 

若布的缩水率服从正态分布，不同工艺下处理布的缩水率方 
差相等，试考察不同工艺对布的缩水率有无显著影响 05). 


表 9. 9 
• 试 


A l 4. 3 7. 8 3.2 


因素 


A 

A 

A 

A 




4 . 2 


1 L 4 


4 



4. 1 
10. 1 

8.2 



解待检假设//。:/^ =户2 =户3 = /^4 =户5.片为不同工艺下缩水 
率总体的均值.为简便起见，将每一数据减去 7. 4,再除以 0. 1,列出 
方差计算表(变换后数据仍记为 •rw 平方和仍分别为* 

5 4 5 

= 9591, T =51, T 2 = 2601 , ^ 19015 . 

j^= 1 i—\ 1 

ST= ±± xh -± T2 = 9A60 . 95, 

= 1 i = 1 

〜 = + i> 2 .)- 矣 T 2 = 4623.70， 

1 

Se = St ~~ Sa = 4： S 37. 25. 

方差分析结果如表 9. 10 所示. 因为 F 0 . C5 (4，15) = 3. 06< 尸比 = 
3. 58,故拒绝 H 。， 认为不同印染工艺对布的缩水率有显著影响 • 


表 9. 10 


方差来源 

平方和 

自由度 

均方 

尸比 

结论 

因素 

4623. 70 

4 

1155 - 925 


显著 

误差 

4837. 25 

15 

332. 483 

3. 58 


总和 

9460. 95 

19 
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例3有三台机器，生产同一种规格的铝合金薄板•测量三台 
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机器所生产的薄板厚度（单位 : mm ) ，结果如表 9 . U 所示 • 试考察 
机器对薄板厚度有无显著的影响 G =0 , 05 ). 、 


表 9. 11 


机器1 

机器2 

机器3 

0- 236 

0. 257 

0,258 

0. 238 

0_ 253 

0. 264 

0. 248 

0- 255 

0. 259 

0. 245 

0. 254 

0_ 267 

0_ 243 

0. 261 

0. 262 


解待检假设//。:内=内=内•片是各台机器生产的薄板总体 
的均值•经计算得 

5 = 3 ， n 1 =n 2 =n 3 ^5f n — 15 f 

3 5 3 

= 0- 963912， T = 3, 8» , = 4. 8102* 

1=1 >=7 

3 5 

&= 2 2 工卜 T^ 2 = 0 , 001245 ， 

卜 I 1=1 

2了 2 。- ▲ 了 2 = 0. 001053, 

J ™ 1 

5^ = 0. 000192. 

方差分析结果如表 9. 12所示 • 因为尸。,。 5 (2，12) = 3. 89< F tt =- 
32. 92,故拒绝//。，认为各台机器生产的薄板厚度有显著差异 • 


表 9. 12 


方差来源 

平方和 

自由度 

均方 

尸比 

结论 

因素 

0, 00105 

2 

0. 005266 

32. 92 

显著 

误差 

0. 000192 

12 

0. 000016 



总和 

0. 001245 

14 





在进行方差分析时，还常要对未知参数进行估计. 下面 写出常 
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用的几个 估计： 

(1) 是/的无偏估计 • 

n ——5 

⑵分别是户，灼的无偏估计. 

S 

(3) a~x . j — x ^ 8 j 的无偏估计，且 Dn 尤 = 0. 

尸1 

(4) 两总体 AK 朽，/)与 AKa ，〆） 的均值差 妁—内 的置信度为 
1— «的置信区间为 

( 工 . > _ . *~F t tt /2 {n—s') A JS E (l/nj~\-l/ni )). 

例 4 求上例中未知参数/，内， & 的点估计及均值差的置信 
度为 ()• 95的置信区间. 


解 

5e : 
n — s 

_ 0 , 000192 
~ 15-3 ~ 

：0- 000016 ， 

芦 1 = 

= j ： - ! = 0 . 242 ， pt 2 = jr - 2 

= 0 . 256 ， ^ 3 = j ： . 3 = 0 - 262 , 


fJ/=X: 

= 0 . 253 ， d x =x. 1 — x= — 0 . 011 ， 


d z ~x . 2 

— x = 0 . 003 ， 

S 3 r= • 3 X 0 . 009 . 


又由 ^>.。25(15 — 3) = 2. 1788， 

\/ S E { l / n j ^-\/ n k )^^ j \^ Xl ^ X ^ = \. 265X1CT 3 , 

知 ，o.o2s(12) V^ £ (l/w ; + l/njt) =0. 0055 - 

故户 1 — 户2，户1—户3及户2 _ 户 3的置信度为 0. 95的置信区间分别为 
(0. 242-0. 256 + 0. 0055) = ( —0. 0195， 一()• 0085) ， 

(0. 242-0. 262^0, 0055) = ( — 0* 0255,-0. 0145)， 

(0. 256-0. 262=F0. 0055) = (-0. 0115, -0, 0005). 

例 S 有同一型号的电池三批，它们分别是 A、B、C 三个工厂 
生产的.现各随机抽取5只电池，经试验测得其寿命(单 位: h) 如表 
9.13 所示.试在显著性水平«=0.05下检验电池的平均寿命有无 
显著差异，并求/^ _ 种，〜一/^，种一 /A： 的置信度为 0. 95的置信区 
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间.设各厂电池寿命服从同方差的正态分布. 


表 9. 13 


A 厂 

40 

48 

38 

42 

45 

B 厂 

26 

34 

30 

28 

32 

C 厂 

39 

40 

43 

50 

50 


解以以，邱，作记各厂生产电池的平均寿命，待检假设 
= = 计算得 

5 = 3 » ni—n z =n 3 = h , « = 15 ， 

〜=224-舍了 2 = 832， 

j = \ I ~ 1 

〜=音士 T 2 W —^ T 2 = 615. 6， 

Se — Sj ^ —5,4 = 216 - 4 ^ 

Sa = ~^ = S 07 . 8, 5 js = j | = 18. 03, 
F ] t = S A / S E = l 7 . 07. 

方差分析结果如表 9. 14 所示.因为 ^.05(2,12) = 3. 89< F tt = 
17. 07,故拒绝//。,认为各厂生产的电池寿命差异显著 • 


表 9. 14 


方差来源 

平方和 

自由度 

均方 

尸比 

结论 

因素 

615 - 6 


307. 8 

17. 07 

显著 

误差 

216. 4 

12 

18. 03 



总和 

832 

14 





作出如下 估计： 

^a = xa = 42* 6 f a«b = ^b = 30, ^c = j：c = 44 - 4^ 

^ 0.025 (14 — 2 ) (1 /n, +1 /njt) 

= 2.1788 718. 03X2/5 = 5.85, 

/ U A — JUlBf MA — f ^ CJ ^ — 的置信度为 0. 95 的置信区间分别为 
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(6. 75, 18, 45),(-7 - 65 ，4. 05),(-20. 25, 一8, 55). 

例 6 某年级有三个班进行了一次数学考试，从各班随机抽取 
部分学生，记录其数学成绩如表 9. 15所示.试在显著性水平《 = 
0. 05下检验各班成绩有无显著差异.设各总体是正态总体，且方差 
相等. • 


表 9. 15 


1班 

2班 

3班 

73 

66 

89 

60 

88 

77 

78 

31 

48 

87 

68 

41 

79 

59 

82 

45 

93 

80 

78 

91 

62 

51 

76 

71 

56 

68 

91 

53 

36 

77 

43 

73 

85 

96 

74 

80 

56 


79 

71 

15 



解以片(/=1，2,3)记第/班的平均成绩，待检假设 
=/^3-计算得 


5=3 ， «i = 12, n z ~ 

= 15, n 3 

— n = 40 9 

3 n j 

1 


1=1 

丄 丁 ^2 — 
/ * 1 

40 

13685,1 ， 


1 丁 2 = 

40 

= 335. 35, 


5 £ =5 t -5^ = 13349. 75. 

方差分析结果如表 9. 16所示.因为 F 0 . 05 (2,31) = 3. 32>尸比= 
0. 465,故接受 H 。， 认为各班成绩无显著差异. 


表 9. 16 


方差来源 

平方和 

自由度 

均方 

尸比 

结论 

因素 

335. 35 

2 

167- 68 

0_ 465 

不显著 

误差 

13349, 75 

31 

360_ 80 



总和 

13685. 1 

39 





例7对单因素方差分析问题，求/的置信度为1 一 a 的置信 
区间. 

解因为不论//。是否为真 = i 都是/的无偏估计，_ 

71 —— S O 
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〜 d ， 这里 S 是因素的水平个数，所以 

P 卜 ?-«/ 2 (”-< 0 <会 < 於 / 2 (M—S) j = 1 —a, 

得 a 2 的置信度为1一《的置信区间为 

' <Se _ §_E _ ' 

、 Xl/2(n~~s) y Xi-an( n ~~ s ^ I 

例 8 有四种类型的用于计算器电路的响应时间（单 位: ms ) 
如表 9. 17所示.设响应时间总体均为正态总体，且各总体方差相 
同，各样本相互独立，试在 a =0. 05下检验各类型电路的响应时间 
有无显著差异. 


表 9. 17 


类型 I 

类型 D 

类型 I 

类型 IV 

19 15 22 

20 40 21 

16 17 15 

18 22 19 

20 18 

33 27 

18 26 



解以片0 = 1，2,…， 4) 记四个类型电路响应时间总体的平 

均值 • 待检假设只。:#1 =^2内.计算得 

w = 18 ， 5=4 ， ni=n z = ns = S , « 4 = 3, 


S 


T 


4 


5 


A 




>-l i=l ±U 

8992_& X 386 2 = 714, 44, 


T 2 


18 


X (94 2 + 141 2 + 92 2 ) + 士 X 59 


2 


-^rX386 

丄 


318. 98, 


Se — St — Sa — ^ 95 , 46, 

方差分析结果如表 9. 18 所示.因为/^。.。 5 (3，14) = 3. 34< F tt - 
3. 76,故拒绝 // o , 认为各类型电路响应时间有显著差异- 
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表 9. 18 


方差来源 

平方和 

自由度! 

均方 

F 比 

结论 

因素 

318-98 

3 

106. 33 

3. 76 

S 著 

误差 

395. 46 

14 

28. 25 



总和 

714. 44 

17 





例 9 对某地三所小学五年级男生身高进行了随机抽査，抽得 
身高(单位: cm ) 如表 9. 19所示 .问： 

(1) 三所小学五年级男生身高有无显著差异？ 

(2) 三所小学五年级男生各自平均身高与方差的点估计数值 
0=0. 05)? 


表 9. 19 


第一小学^ 

128-1 

134. 1 

133. 1 

138,9 

140.8 

127, 4 

第二小学 

150, 3 

147. 9 

136* 8 

126. 0 

150. 7 

155. 8 

第三小学 

140. 6 

143. 1 

144. 5 

143. 7 

148, 5 

146.4 


解 （1) 以记三所小学五年级男生的平均身高，待 
检假设= = 计算得 


5 = 3 ^ ni = n z = n 3 — 6 j w = 18- 

6 3 - 


5, = |i ； x 2 . ; -^T 2 = 


465.88, 


Se = St — Sa = z 799. 26* 


方差分析结果如表 9. 20 所示 •因为 F 。. 。 5 (2 ， 15) = 3. 68<厂比 = 4. 37 ， 
故拒绝 H 。， 认为三所小学五年级男生的平均身高有显著差异. 


表 9_20 


方差来源 

平方和 

自由度 

均方 

F 比 

结论 

因素 

465- 88 

2 

232. 94 

4. 37 

显著 

误差 

799. 26 

15 

53. 28 



总和 

1265, 14 

17 





• 448 • 




(2) /^=Xi = 133* 73 ， /^ 2 =*r 2 = 144. 58，" 3 = *r 3 = 144. 47 ， 



799. 26 
15 


— 53. 28. 


例 10 为探讨教师对学生智力的估价是否影响学生智力发展 
的问题，任意地选取18名学生进行试验，将这18名学生随机地分为 
三组，每组6名.先测每名学生智商，然后对第一组学生宣称，他们的 
智力不大可能有较大提高•，对第二组学生宣称，他们的智力会有中 
等程度的提高;对第三组学生宣称，他们的智力会有很大的提高 .一 
年后再对这些学生测试智商，得两次智商测试的差值如表 9. 21所 
示.据此能否认为教师的评价会影响学生智力的发展 0=0. 05)? 


表9 21 


第一组 

3 

2 6 

9 

11 

5 

第二组 

10 

4 11 

14 

6 

3 

第三组 

20 

10 16 

15 

9 

8 


解以内，内，内记三组智商差值总体的均值，待检假设 
尺0 : 户1 = 户2 = 户3 * 计算得 


5 = 3, /2 l = n2=n 3 = 5 ? w = 15, 

3 6 1 

S r = 2 2^ — Jg 7 " 2 ^ 422 ? 

J ^ 1 I 1 

j— 1 

Se = St~Sa = 266 * 


方差分析结果如表9, 22所示 • 因为&。 5 (2，15) = 3. 68<厂比= 
4, 40,故拒绝//。，认为教师的估价显著影响学生智力的发展_ 


表 9. 22 


方差来源 

平方和 

自由度 

均方 

F 比 

结论 

因素 

156 

2 

78 

4. 40 

显著 

误差 

266 

15 

17. 73 



总和 

422 

17 
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例 11 有三台机床生产同一种产品，记录其5 d 的产量如表 
9.23 所示. 问：在 a = 0. 05下，机床对产量的影响是否显著？求出 
( r 2 if^jySj — fH ， IH ~的置信度为 0. 95的 

置信区间. 


表 9. 23 


机床 1 

48 

45 

56 

51 

48 

机床 2 

41 

49 

48 

41 

57 

机床 3 

65 

54 

72 

51 

64 


解 以约 ，// 2 ，户 3 记各机床产量总体的均值，待检假设//。：内 
= ^2 = ^3- 计算得 

S == 3 y Tl \ == 1%2 := ^3 5 5 T 2 == 1 5 5 

3 5 1 -I 

5r= 2 2^~^ r2=42708_： r^ x 624100=1101 - 33 * 

S A = ~^ l T 2 . j ~ Y ^ T z ^ me 7. 2 -為 X 624100 = 560. 5， 

j^l 

5e~5t — 5,4 = 540. 83. 

方差分析结果如表 9. 24 所示 • 因为尸。.。 5 (2，12) = 3_ 89<尸比= 
6. 22,故拒绝 H 。， 认为机床对产量的影响是显著的. 

表 9. 24 


方差来源 

方和 

自由度 

均方 

^ tt 

结论 

因素 

560. 5 

2 

280. 25 

6. 22 

显著 

误差 

i 

540. 83 

12 

45.07 



总和 

1101. 33 

14 

1 

1 




作出如下 估计： 

a z = 5 £ = 5 ^/ 孽 = 45 . 07 ， fx=x—^>2* 67 ， 
n — s 15 — 3 

^x = xi = 49 - 6, ju z —Xz = i7. 2» // 3 =x 3 = 61. 2 ， 
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= —/^= —3. 07， 各 2 = /^ — p = —5* 47， 

八八 

^3 = Mz _ M = S . 53. 

因为 V 未知，由 V 代替，则均值差的置信度为 l — « 的置信区间为 

( i - 平'“ O - oV ^/ Vi/a + IM ) =( x !-^ 2 = F 9. 25)， 

所以，内 _ Mz 的置信区间为 

((49. 6 — 47. 2) 平 9. 25) = ( — 6. 85,11. 65)， 

^1-^3 的置信区间为 

((49. 6—61. 2) 平 9. 25) = ( —20. 85,-2. 35)， 


的置信区间为 


((47. 2 — 61. 2) 干 9. 25) = (-23. 25,-4. 75). 

例12测量了四种不同类型外壳的彩色显像管的传导率，得 
传导率的观察值如表 9. 25 所示. 问： 外壳类型对传导率有无显著 
影响 0=0. 05)? 


表 9. 25 


类型1 

143 

141 

150 

146 

类型2 

152 

144 

137 

143 

类型3 

134 

136 

133 

129 

类型4 

129 

128 

134 

129 


解以的，内，〜，内记不同类型外壳总体的传导率均值.待检 

假设 = = = 计算得 

s 4 j h 1 =:= 71*1 ,==, ^3 ^ 4 f yi == 16 > 


4 4 




1 < = 
4 


16 


T 2 = 305608-304704 = 904, 




305400 — 304704 = 696, 


S ^= St — 5^ = 208. 

方差分析结果如表 9. 26 所示_因为 F 0 . Q 5 (3,12) = 3. 49 <F 


比 




451 






13. 38,故拒绝 //。， 认为外壳类型对传导率的影响是显著的. 

表 9. 26 


方差来源 

平方和 

自由度 

均方 

F 比 

结论 

因素 

696 

3 

232 

13. 38 

显著 

误差 

208 

12 

17. 33 



总和 

904 

15 





二、双因素方差分析 

对双因素方差分析问题，要区别是无重复试验还是等重复试 
验.无重复试验只需检验两个因素对试验结果有无显著影响，而等 
重复试验还要考察两个因素的交互作用对试验结果有无显著影 


响. 

对双因素无重复试验的方差分析的计算，为了计算方便 
也可以用以下公式 得出： 




丁 2 


rs 


Sb 




T 

rs 


2 


Se = *St — Sa — Sb* 


T S 


r 


其中 


Xi 




工, > 


对双因素等重复试验的方差分析，简化公式为 


r s t 


I = 1 j= 1 *= 1 
t 

T tj . — 2 以 ，/ = 1 ， 2,…， r 且 j = l ， 2,…，5 


j t 


工 ijk ， ^ 1 ， 2 ， 


1 


r f 


丁 • j . = 1 ， 2 ， 

J = 1 A = 1 

则心，心 fi ， 心可以由以下公式 得出： 


■ ■邐 


5 
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r s 






了 2 
rst 


r 


S A = ~^Tf 


丁 2 
rst 


， 5 b === ^ S t - j 


2 


T_ 

rst 


r s 


S 


AB 


S 2 n .- 


7^ 

rst 


— S a — Sb 


Se = St — Sa _ Sb 一 Sab- 


例 13 某工厂在生产一种产品时使用了三种不同的催化剂和 
四种不同的原料，每种搭配都做一次试验，测得产品的抗压强度 
(单 位: MPa) 数据如表 9. 27所示.试在 《==(). 05下检验不同催化剂 
和原料对抗压强度有无显著影响. 


表 9. 27 



催 

化剂 


A 

^2 

A 3 



31 

33 

35 

原 

B z 

34 

36 

37 

料 

B , 

35 

37 

39 


b a 

39 

38 

42 


解设为因素 Z 在水平 A 的效应， A 为因素5在水平怂的 
效应.待检假设 

Hoi ； ai=a2 = <X 3 = 0 , //02 ： /^1 = ^2 ~ ^3 ~ /^4 = 0 . 

因为 r=3，s=4, 所以 

S T = 15940 ~3X4 X 4362 = 98 * 67 ， 

5 a = ^X63466-^ t 7X436 z = 25. 17, 

4 3X4 

Sb = ^~X 47732 — ^7 X 436 2 = 69. 34, 

o o X 4 

Se—St—S a —Sb = ^ 16 , 

方差分析结果如表 9. 28 所示. 因为 
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Fo.os(2,6) = 5. U<F & = 18 . 16, 

Fo . o 5 (3. 6) = 4. 76<F 比 = 33. 35， 

所以拒绝，认为催化剂和原料的影响都是显著的. 


表 9. 28 


方差来源 

平方和1 

1 1 

1 

自由度 

均方 

芦比 

结论 

因素 A 

25. 17 

2 

12. 585 

18. 16 

显著 

因素 B 

69. 34 

3 

23. 113 

33, 35 

显著 

误差 

4. 16 

6 

0. 693 



总和 

98. 67 

11 





例14在艮以义乂四台纺织机器中，用三种不同的加压 
水平，在每种加压水平和每台机器中各取一个试样测 
量，得纱支强度（单 位： Pa ) 如表 9. 2 9 所示.问 ：不同 加压水平及不 
同机器之间纱支强度有无显著差异0 =0 . 05 )? 


表 9. 29 




机 

器 


B , 

b 2 

B , 

B , 


A 

1577 

1690 

1800 

1642 " 

加压水平 

^2 

1535 

1640 

1783 

1621 


-^3 

1592 

1652 

1810 

1663 


解以〜（/ = 1，2,3)记因素 Z 在水平 A 的效应 ，氏为因素万 
在水平 A 的效应.待检假设 

Hoi ： a 1 = a 2 = a 3 = 05 H 02 ： /?i = /^2 = ^3 = /?4 — 0 - 

因为 r =3,5 = 4, 所以 

2 S^~^^ T2=：88650_ ^ X 20005=86982 - 92 f 

i = 1 ；'= 1 

5^ = ~2rf.— 為了 2 = 30。。. 67， 

* t = 1 

〜 = + .广吉 r2 = 82619 . 58 ， 

Se — St — Sa _ Sb = 1362 - 67- 
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方差分析结果如表 9. 30 所示，因为 

F 0 , os (2,6) = 3. 14< F 比 = 6. 61， 

Fo . os (3,6) = 4. 76< CP 比 = 121. 26， 

所以拒绝，认为不同加压水平对纱支强度影响显著，不 
同机器对纱支强度的影响高度显著. 

表 9. 30 


方差来源 

平方和 

自由度 

EB3I 

尸比 


因素 A 

3000, 67 

2 

1500. 33 

6. 61 

显著 

因素 s 

82619. 58 

3 

27539,86 

121_ 26 

高度显著 

误差 

1362* 67 

6 

227. 11 


1 

总和 

86982. 92 

11 





例 15 设有 6 种不同品种的种子和 5 种不同的施肥方案，在 30 

块相同面积的地块上，分别对种子与肥料的不同搭配进行试验，收 
获量（单位: kg) 如表 9. 31 所示.试在 a==0. 05 下检验种子的品种与 
施肥方案的不同对收获量是否有显著影响. 


表 9. 31 






品 

种 





1 

2 

3 

4 

5 

6 


1 

12. 0 

11. 5 

11. 5 

1 L 0 

9. 5 

9- 3 

施 

肥 

方 

2 

10, 8 

11. 4 

12. 0 

11_ 1 

9. 6 

9. 7 

3 

13, 2 

13. 1 

12_ 5 

11.4 

12.4 

10.4 

案 

4 

14. 0 

14.0 

14. 0 

12. 3 

11. 5 

9_ 5 


5 

11, 6 

13. 0 

14* 2 

14. 3 

13. 7 

12-0 


解以 A 记种子因素 A 的不同品种的效应，以沁记施肥因素 
B 的不同方案的效应，待检假设 

Hoi : A = a 2 = a 3 = a 4 = a 5 = a 6 ， H 02 : A = #2 = 谷 3 = 沒 4 = 卢 5- 

因为 r=6，s = 5 ，了 = 356. 5 ， T\. =61. 6»T 2 . = 63, TV =64-2, 
7V =60/l ， 7V =56. 7,7V =50. 9,T.! = 64. 8,7\ 2 = 64.6, 
7\ 3 = 73,7\ 4 = 75. 3,7\ 5 = 78. 8 ,所以 
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&=H^4_^t^T 2 = 4303. 45-4236. 4 = 67. 05, 

i=\ j=\ 5Xt) 

〜 = + - g ~^ T 2 = 4260. 58-4236. 4 = 24. 18， 

t — 1 

S B =^"yT 2 .j-^^T 2 = i2G3. 46 — 4236. 4 = 27. 06, 

6 pt 5X6 

S e = St-Sa-Sb = Q7. 05-24. 18-27. 06 = 15. 81. 

方差分析结果如表 9. 32 所示.因为 

F 0 . 05 (5,20) = 4. 10< F tt = 6.37, 

F 0 .os(4,20)=4, 43< 厂比 = 8. 9， 

故拒绝，认为种子的品种与施肥方案对收获量的影响都 
是显著的. 


表 9. 32 


方差来源 

,平方和 

自由度 

均方 

尸比 

结论 

因素 A 

24. 18 

5 

4. 836 

1 

6. 37 

髙度显著 

因素 

27.06 

4 

6. 765 

8. 9 

髙度显著 

误差 

15-81 

20 

0. 791 



平方和 

67_ 05 

29 





例16为考察某种合金中碳的质量分数（因素 Z ) 与锑-铝质 
量分数之和（因素 5) 对合金强度(单 位: MPa ) 的影响，对因素 Z 取 
三个水平，因素 石取四 个水平，在每对组合下作一次试验，得强度 
数据如表 9. 33所示_试在 a =0. 01下检验因素 X 和 B 的效应是否 

显著. 


表9, 33 



3. 3 % 

3.4% 

3.5% 

3. 6% 

0_ 03% 

63. 1 

63. 9 

65- 6 

66. 8 

0. 04% 

65-1 

66-4 

67. 8 

69. 0 

0. 05% 

67. 2 

71.0 

71. 9 

73 - 5 
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解以 a , 记因素 A 的水平八的效应，成记因素芪的效应•待 
检假设 


只01 : A = = 0?3 = 0， H 02 : = ^2 = /^3 = 0 * 

因为 r =3,5 = 4 ,T = 811. 3,7 V =259. 4,7 V =268. 3,7 V = 
283 - 6,7\! = 195. 4,7\ 2 = 201. 3, T . 3 = 205 - 3,7\ 4 = 209. 3,所以 


3 4 

S r = 224-—^ 2 = 54963. 93-^ rX 81 L 3 2 = 113. 29, 

： ri , f / fS 丄 Z 

1=1 J ~1 

1 3 1 

Sa = ^- y]xl —丄: r 2 = 54925. 55-54850. 64 = 74. 91， 

4 irf rs 

^ = t 2^>~~ t2 = 54885 - 81-54850. 64-35 - 17, 

Se = St — 5> i — 5 jb = 3. 21, 


方差分析结果如表 9. 34 所示.因为 


Fo. 01 ( 2 ， 6 ) = 1 0. 9 < Ci^tfc —70. 02^ 

^ 0 .01(3,6) = 9. 78<尸比= 21. 91， 

所以拒绝//。 1 和//。 2 ，认为合金中碳含量和锑-铝含量对合金强度的 
影响都是显著的. 


表 9. 34 


方差来源 

平方和 

1 

' . . • ' 1 

自由度 

均方 

Fh ： 

结论 

因素 A 

74. 91 

2 

37-455 

70, 02 

显著 

因素 B 

35- 17 

3 

11, 723 

2 L 91 

显著 

误差 

3. 21 

! 

6 

0.535 



总和 

113.29 

! 

11 





例17某细纱车间记录了甲、乙、丙三名工人在四组机台上操 
作的产量，其数据如表 9. 35所示.试在《=0. 05下检 验:不 同工人 
操作之间差异是否显著，机床之间差异是否显著，两个因素的交互 


作用是否显著. 
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解这是双因素等重复方差分析问题.待检假设 

Hoi ： ^1 = ^2 = «3 = 0 , Hoi : /?x = /?2 = /?3 = /?4 = 0 , 

: y 11 = ^12 = * * * = y 34 = o* 

表 9. 35 






工 


人 




甲（戌） 

乙 m 2 ) 

丙(乂3) 


B x 

15 

15 

17 

19 

19 

16 

16 

18 

21 

机 

b 2 

17 

17 

17 

15 

15 

15 

19 

22 

22 

台 

B , 

15 

17 

16 

18 

17 

16 

18 

18 

18 


b 4 

18 

20 

22 

15 

16 

17 

17 

17 

17 


因为 




3, 5 = 4, 




3， ： T = 627, 


r 5 t 


11065, 


1 1 


3 


所以 〜 =222 


.2 


rst 


T ^ no„--xm 


144, 75, 


r 


S 


A 


2>« ? .. 


rst 


T z 


12 


X 131369-10920. 25 


27. 17, 


= -^ 2 = yX 98307-10920. 25 = 2. 75, 

；=i 

*5^=( y 2 ^ j T b - — ~；1 — Sa ~ S b = 73 . 5, 

\ 1 j=l 厂 

Se~St _ Sa — Sb _ iS>u# = 41* 33. 

方差分析结果如表 9, 36 所示. 因为尸。+。 5 (2,24) = 3. 40<^比= 
7. 89, 所以工人操作因素的影响显著；又因为厂。.。 5 (3,24) = 3. 01> 
F 比 =0. 53,所以机床因素的影响不显著；又因为 ^ o . os (6, 24) = 
2. 51 <Ftt = 7. 11，所以两因素交互作用影响显著 • 
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36 


方差来源平方和自由度均方 



因素 A 
因素 B 
因素 AS 
误差 



27. 17 
2_ 75 
73. 5 
41. 33 
144,75 



3 

6 

24 


13. 58 
0. 92 
12. 25 


7. 89 
0. 53 
7. 11 


结论 


显著 

不显著 

显著 



例18为了考察对纤维弹性测量的误差，今对同一批原料，由 
四个检测站（4 1 ，4 2 ,4 3 ,^4 4 )同时测量，每站各出一名检验员 
(说,戌 ，艮，氏） ，轮流使用各站设备作重复测量，得数据如表 9. 37 
所示.试在《 = 0.05下检验 :不同 检测站，不同检验员以及他们的 
交互作用对误差的影响是否显著. 

表 9. 37 



B, 

b 2 

Ih 

B, 

行和 


71，73 

72,73 

75,73 

77,75 

589 

A，2 

73,75 

76,74 

78,77 

76,74 

603 

^3 

76,73 

79,77 

74,75 

74,73 

601 

a 4 

75,73 

73,72 

70,71 

69,69 

572 

列和 

589 

596 

593 

587 

2365 

S . 

t— 1 k— 1 

43383 

44448 

44009 

43133 


±(±^V 

86745 

88886 

88011 

86253 



解待检假设 




:= a 2 = 6 f 3 = ~ 0 t 只。2 : A = 卢2 = A = = 0， 

只03 :^11 = ^12 =… = ,44 = 0. 

r=4, 5 = 4 ， t = 2^ 

5 r =184 - 719， 5^ = 76- 095， 5^=6. 095, 

5^ = 79. 03, S e = 23. 50. 


因为 

所以 
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方差分析结果如表 9. 38 所示. 因为厂。.。 5 (3，16) = 3. 24<尸比= 
17. 27,所以不同检测站的影响高度 显著； 因为尸。. DS (3，16) = 3. 24 
> F tt = l . 39,所以不同检验员的影响不显著；因为厂0。 5 (9, 16) = 
2. 54< F tt = 5 - 98,所以两因素的交互作用影响显著 • 


表 9. 38 


方差来源 

平方和 

自由度 

均方 

尸比 

结论 

因素 j 

76. 095 

3 

25. 365 

17, 27 

显著 

因素 B 

6_ 095 

3 

2. 032 

1.39 

不显著 

因素 AB 

79. 03 

9 

8* 78 

5. 98 

显著 

误差 

23. 50 

16 

1. 47 



总和 

184. 719 

31 





例 19 发电机的寿命与制造材料及使用地点的温度有关.今 
选取三种不同的材料及两种不同的温度作重复试验，得数据如表 
9.39 所示，试在 a =0. 05下，检验不同材料，不同温度及交互作用 
对寿命的影响是否 显著. 


表 9. 39 





温 

度 




BidO C ) 

B 2 (18 C ) 


A 

! 

136 

150 

176 

50 

54 

64 


^2 

150 

162 

171 

76 

88 

91 


A 3 ' 

1 

138 

109 

140 

68 

62 

77 


解是双因素等重复试验的方差分析•待检假设 

Hoi : A =0^2 = = 0， I ~ fo 2 : = 卢2 = 0， 

^03 ： ^11=^12= 

因为 广 =3 ， 5=2 ， t=3y 

TV • =630， 7 V • =738， 7 V • =594, 
T 小 - =1332, 7\ 2 . =630 ， T = 1962» 
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222 ^ = 246192 - 

i=i j—\ k= i 

& = 246192 — 213858 = 32334 ， 

5,4 = 215730-213858 = 1872, 

5b = 241236-213858 = 23378, 

所以 5^ = 244200-21385-1872-23378 = 5092, 

Se~St — S a — S b _ Sab = 1992 ? 

方差分析结果如表 9. 40 所亦 . 因为 ^o.osC 2» 12) = 3. 89< 厂比 = 
5. 64, 所以材料对寿命的影响显著；因为尺 . 。 5 (1 ， 12) = 4_ 75<F tt 
= 140. 85, 所以温度对寿命的影响高度 显著； 因为厂。 _ 。 5 (2 ， 12)= 
3. 89<F tt = 15. 34, 所以交互作用对寿命的影响显著 . 


表 9. 40 


方差来源 

平方和 

'自由度 

均方 

厂比 

结论 

因素3 

1872 

2 

936 

5. 64 

显著 

因素5 

23378 

1 

23378 

140. 85 

显著 

因素 AB 

5092 

2 

2546 

15.34 

显著 

误 差 

1992 

12 

166 



总 和 

32334 

17 





例 20 某职校在招收在职生时，为考察年龄与工龄对成绩(百 
分制）的影响，各取两个水平进行重复试验，得数据如表 9. 41 所 
示 . 试用方差分析法确定，招收在职生的最佳年龄与工龄 . 


表 9. 41 


及（5年以下） 

B 2 (5 年以上） 

4(25 岁以下） 

86 87 76 79 85 

82 93 82 88 91 

4 2 (25岁以上） 

77 82 84 90 76 

82 82 80 75 79 


解这是双因素等重复试验的方差分析.待检假设 
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H 01 ; = = 0 > : = (^2 = 0， 

H XY = y\2 = y 2\ = ^22 = ^* 











因为 r =2 j 5 = 2，/ = 5, 

丁 ii • = 413， 丁 21 • = 409 f T 12 - =436， 丁 22 • = 398, 
丁卜 • =849， 7 V • =807， 丁 =822， T =1656, 


2 2 



1372050, = 1371240, =686350, 


所以 


^ ^ O 1 

心二^]^]^^^-；^ 7 ^: 137630 -^ 7116 * 8 = 513-2, 

*= 1 j — 1 *— 1 


5 尸 去 S” 


rst 


T 2 = 137205 — 137116. 8 = 88, 2 


2 = 137124-137116, 8 = 7- 2 

Tt T r 7 "St 


r s 


S 


AB 


2 Sn . 


rst 


T 2 




Sa — Sb 


153. 2 — 95. 4 = 57. 8* 

Se = St—S a —Sb — Sab 


360. 


方差分析结果如表 9. 42 所示.因为 

F 0 .05(1.16) = 4. 49> F 比= 3, 94， 

^ o . os (1，16) = 4* 49〉尸比 = 0. 32， 

Fo . osCl - 16) = 4. 49>尸比= 2. 58， 

所以年龄、工龄以及交互作用对学习成绩都无显著影响.但从平均 
成绩来看，25岁以下者平均成绩为別. 9分，25岁以上者平均成绩 
为 80. 7 分，所以，以招收 25 岁以下者较优. 


表 9. 42 


方差来源 

平方和 

自由度 

均方 

F 比 

结论 

因素 A 

88. 2 

1 

88, 2 

3. 94 

不显著 

因素 B 

7. 2 

1 

7. 2 

0. 32 

不显著 

因素 

57, 8 

1 

57. 8 

2, 58 

不显著 

误差 

360 

16 

22. 5 



总和 

513. 2 

19 
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第二节回归分析 


主要内容 

回归分析是处理多个变量之间相互关系的一种数学方法，可 
分为一元线性回归与多元线性回归以及可化为线性回归的一元非 
线性回归.回归分析从数据出发，提供建立变量之间相关关系的表 
达式——经验公式，给出相关性检验规则，并运用经验公式达到预 
测与控制目的. 

一、 一元线性回归 

对于一个问题中的两个变量工与： y (其中工是一个普通变量，: y ； 
是一个随机变量），若对于 I 的每一个确定值，^有它的分布，则称 
^与3^存在相关关系.当 I 取定时^的数学期望 £(_ y ) 是 x 的函数， 
称为: V 关于 T 的回归. 

设 y 〜 ， a z ) ，/ /( J：)=£(_y |工= 1 2：)=3^是3^ 的估计值，又 
称 y 关于 x 的回归方程. 

若 /jt(.x)=a-\-bx j 即 _ y 〜 iV (<2+6* r ，《7 2 ) ，则估计户0)的问题称 

为 一 元线性回归问题.由样本估计^和$，得到方程^ ，称之 

% y 关于: c 的一元线性回归方程，其图形称为回归直线_ 

1. a ，6的最小二乘估计 

对一组样本值 ( A ) ， （ A ，％， ） ，…， Cr „ ，>)，画出散点图.应 
适当选取 a ，6 作直线 i = a +6 x ， 使直线与回归直线最接近，这时离 

n 

差平方和 ( a +敁,)] 2 达到最小. 

|‘=1 
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对函数 


Q(a^b) = ^[^ t — (<2 +&j ： i)] 2 


取关于 a 和 6 的偏导数，令其等于零，得方程组 


n 


n 


na 




n 


n 


n 




解得 d 


b 




1 打’ 则& = ^+^;为所求线性回归方程，其中 

[a =y 一 bx ， 


n 


n 


xx 


n 




‘2 


nx 


2 


n 


Ixy == ( x ,— x ) (yi—y )=2 Xiyi — nxy, 

i = l i=-l 

2. 方差 a 2 的估计 

方差 a z = E ( y — a — bx 、 2 的无偏估计量是 


a 


n — 2 


(/ y_y ' xy ) ， 


n 


n 


其中 


yy 






.2 


ny 1 


3. 线性回归的分析 

(1) 线性假设的显著性检验待检假设只。4=0.常用£检验 
法、 F 检验法、相关系数检验法， 


检验法 〜—2)，当//。为真时，6 = 0,有 


统计量 


b 


T= …_ 
a 




tin — 2 ) ， 


且 £(^) = 6=0, 则 H。 的拒绝域为 


U 




'jTxx^ta/zin — 2 ). 


a 
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F 检验法当尺。为真时，统计量 


F 


U 


Q/(n — 2 ) 




F (1 — 2) ， 


则//。的拒绝域为 


F^F a ( 1 ，打 _ 2 ) • 


当仏被拒绝时，认为回归效果是显著的（式中， t /=4/ L，Q = L 
- U ). 


(2) 系数6的置信区间当回归效果显著时，6的置信度1 一 a 
的置信区间为 


b 一 t a/z (n — 2 ) • o j ylxx »^ 一 2 ) • 戊 / ylxx 

(3) 预测预测就是当给 定工。 时，对^的取值作点估计或区 


间估计. 

当给定时，3/。的预测值为 : yo = a + Sx 。 
3 ^o 的置信度为1 一 〃的置信区间为 


3 ; o z F ^ i /2( 打一 3)^^/ 1 + 1/打 + (工。 — x 、 1 /1 工: 

当 X 。与 S 越接近，在给定的样本观 y 
察值与置信度下，预测区间宽度越窄，^0 
预测也越精确（见图 9. 2). 

(4) 控制如果给定了置信度1 一 
Of ， 要求出 : ，使当 x l <ix<.x 2 时 ，1 7 
所对应的观察值落在事先确定的区间 
(乂，34)内的概率不小于 1— 当”很大 图 9 ‘ 2 

时，令 

jyi =y —— cZaji — d^rbx — <xZ a /2 9 

yz=y^ <^Z a /2 = a + bx-\- aZa/z ， 

即可解出控制 I 的上、下限.但必须注意 ， （y ,34) 的长度一定要大 
于以乙 /2 (见图 9. 3( a )). 
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图 9. 3 

二、可化为线性回归的一元非线性回归 

常见的可化为线性回归的非线性回归有以下几种 • 

1. 双曲线 l/;y = a+6/x 型（见图 9. 4) 

令 “ = \/x,v = 1/y^ 方程化为 = a 〜 .由 （ H ) 算出 
( u ,， r )， ； = 1，2，一，《，估计参数2丄故有1心 = 3 +石/1 



图9, 4 


2. 幂函 数曲线尸以（工>0,6>0)型(见图9.5) 



图 9. 5 
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取对数，得 Injy = Ina 十 blnx^ 

令 w = ln:r，i； = ln：v，^4 = lru2 ，则有直线方程 = 

由 （ A ，： yi ) 算出（％，巧），求出元6，再由2=6\于是7 = 2工 6 _ 
3-倒指数曲线 心>0)型（见图9.6) 



图9_ 6 

取对数，得 ln：y = lna +6/ x ， 

令 w = l / x ， x ;= ln ； y，A = lna ，化为直线方程 t /= i 4+6 w , 

按幂函数曲线的方式计算得 A ， S ，^ = e A ，于是得出 y = 一， 
4 . 指数曲线 G >0) 型（见图 9,7) 



图9, 7 

取对数，得 lnj = lna +6 x ， 

令 i ^ ln ： y ， y 4 = lna ， 用前述方法求出直线方程 w = i 4+6: r 的估计值 

A 和 $，由 a = e A ，即得 y = ae bx . 

5* 对数函数 y = a J rb\gx (jt 〉 0) 型（见图 9. 8) 

令 M = lg : c ， 则有 jy = t 2+6 M ， 由数据算得 a ，$， 即有 ： y = a + 6 lg : r . 

6 . S 形曲线 丄1-, 型（见图9.9) 

<2 十 oe 

令 w = ei ，： y = P ， 则有直线方程 
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由数据计算即得 


v — a-^bu ^ 


y 


<2 + fee 


其它如 ： y = a +6 sirLr ，只要令 《 = sinx 即可化为直线方程 • 

三、多元线性回归简介 

设随机变量: V 与 W 个普通变量 Ii ， x 2 , …， a 存在相关关系，并 


设 

+ + e 〜 NXO ， cr 2 ) ， 

其中卜，6 2 ，…， 6 m 为常数•对变量&，1 2 ,…,：^作/2次观察，得观察 
值 


(A. ， jt 〔 ， 


j 3 / 1 ) 5 2 = 1 ? 2 f 


• 畢 » 




作为样本来估计参数〜乂七，…， 6 m 的估计值 a ， U 2 , …，，求 
得: y 关于 xi ，: tr 2 ，…， x rt 的线性回归方程 




a + 6iXi + 6 2 x 2 + - *' 


1. 用极大似然法估计 a ，\，6 2 r "，6 
对样本的似然函数中的平方和 


n n 

Q= 2 (yi—y^ — 2 (y—a— IhXir b 2 Xi z - b m x i/M 、 2 

i-i r=i 

解 Q 关于 a 和 6】，6 2 ，_”，6 m 的偏导数的方程组 


dQ 

da 



g -, 


dQ 

3 bm 
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I 1 ^«1 工 ”2 … 工 mj [yn J 

若在显著性水平〃下，拒绝 . 

Hd = b 2 = •“=、= ()， 

则认为回归的效果是显著的. 

2. 未知参数 <7 2 的点估计 

通常用 s = iQ ( m ， …， L )， 但 y 不是^的无偏 估计. 

n 

疑难解析 

1. 进行回归分析需满足哪些基本条件？ 

答进行回归分析，对参数性检验对象要求必须满足以下三 
个基本条件： 

(1) 正态性被检验的对象或者因变量必须是服从正态分布 
AK / i ，< r 2 ) 的随机变量. 

(2) 方差齐性被检验的各个总体的方差，应该是相等的. 

(3) 独立性对被检验的各对观察数据而言，从概率意义上 
应理解为是独立取得的. 

处理实际问题时，往往不能事先预知这三条是否满足.诚如上 
节所提到的，正态性可由大数定律与中心极限定理来确定 ，方 1 差齐 
性的检验用 F 检验来进行，而独立性一般凭实际经验判断.一般有 
一个近似结论就可以进行回归分析了. 

2. 回归分析与相关分析有什么联系与区别？是否可以用同一 
种方法来研究？ 
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答相关关系是一种木确定性关系，也可以分为自变量与因 
变量加以考察.因变量一般取可以测量的随机变量，而自变量在许 
多情况下不是随机的，是可控制的普通变量.它表现为因变量的取 
值随自变量的变化而呈现一定的统计规律性，即当自变量取值确 
定时，因变量的取值也有确定的概率分布与之对应. 

相关分析与回归分析的关系与区别表现 在:相 关分析一般是 
研究随机变量与随机变量之间的相关关系的，而回归分析研究随 
机变量与非随机变量之间的相关关系.两者所使用的概念、理论和 
方法有所不同，得到的结果含义也不相同，但结果的形式却几乎完 
全一致.因此，从应用与计算角度看，两者没有必要加以严格区别. 
由于回归分析在数学处理上更为简便，因而不论自变量如何，都可 
当作非随机的普通变量看待，用回归分析方法研究变量间的相关 
关系. 

3. 回归系数的最小二乘估计与极大似然估计有什么不同？它 
们的结果是否相同？ 

答以一元正态线性回归为例.其模型为 

= abjc - j ~ Si , / — 1,2»*•• >n ♦ 

其中 £ U )=0. 

最小二乘估计是指对 : r ，_ y 的 w 对试验值 (n ) 0 1，2，…， 
«) ，作离差平方和 

n 

Q = Qy ; — a — bxi ) z * 

i=l 

利用微积分中的极值方法,求出使 j )= mi n Q ( a ，6) 的 S 和名， 
则 + 为所求线性回归方程. 

极大似然估计是由： y . = a + + e , ， e, 〜 iV (0 ，<? 2 ) ，则: y , 〜 

Nia ~\~ bxi » /), 得样本的极大似然函数 
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要使 L 取最大值，则应使 k ) 2 为最小.用与最小二乘 
估计中同样的极值方法，求得使 

n 

Q — 2 ^ yi ~^~ bxi) z 

i =\ 

最小的^和^，得线性回归方程5 = 2 + $二 


由于两种方法讨论的都是 Q =^ S ( y - a - k ) 2 , 且由此求得 

i=i 

s 和故最小二乘估计与极大似然估计的结果是相同的 • 

4 . 在线性回归确定后，影晌预测精度的主要因素有哪些？ 

答当线性回归方程 + 已经确定，并经检验确认回 

归显著，则对给定的心，>，置信度为1 一 a 的预测区间为 


yo ^ t an {n — 2 ) 0^1 \ + \/ n -\-{ x ( i - xy / l xx )) ’ 


其中 lxx = iXj — xY . 

1^1 

由此可知，影响预测精度的主要因 素为： 

(1) 夂一般 〆 越小，精度 越髙. 

(2) «.« 越大，精度越高，所以应尽量扩大样本容量. 

(3) 自变量的取值力. X ,应尽量避免过于集中，但预测点 A 离 


I 越近时精度越高. 

5 . 非线性回归的线性化过程是怎样进行的？关键是什么？ 

答当具有相关关系的两个变量: V 和工，不具有线性相关关 
系，而具有某种曲线相关关系时，可以通过适当的变量代换，将变 
量间的关系化为线性的形式，即通过必要的变量转换对它作线性 
化处理.在两个变量回归的条件下 ，一 般常用的是倒代换与对数代 
换，使曲线问题化为代换后的直线问题.所处理的自变量与因变量 
间的关系，可以是双曲函数、幂函数、指数函数、负指数函数、对数 
函数等.更复杂的曲线回归，将利用后面的多元线性回归方法来解 


决. 
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正确选择曲线类型，是正确地进行变量转换的前提，而正确的 
转换关系又是提高曲线回归精确度的根本.由散点图的形状选择 
的线性化转换，往往不能一次就选准.为准确起见，不妨同时作几 
种曲线加以比较. 


方法、技巧与典型例题分析 

_、一元线性回归问题 

一元线性回归的解题过程是：（1)建立观测结果（:^，力）， 
(•^2，％)，…， ) 的散点图，确定: v 对1的相依关系的特点; 
(2) 估计回归系数和方差^;(3)检验回归方程的回归效果是 
否 显著； （4) 利用回归方程进行预测与控制.在计算数据过程中， 
要注意利用数据处理的一些技巧，以减小计算工作量. 

例1某工业部门为了分析该部门的产量(单位 ：千件 )工与生 
产费用(单位 :千元 )jy 之间的关系，随机抽取了 10个企业作样本， 
得到数据如表 9. 43所示.试建立: r 与: y 之间的回归方程式 • 


表 9. 43 


X 

40 

42 

48 


65 

79 

88 

100 

120 

140 

y 

150 

140 

160 

170 

150 

162 

185 

165 

190 

185 


解 画散点图（略），可以看出散点大致呈直线分布趋势.设线 
性回归方程为 J = a~\~bx. 计算结果如表 9. 44所示. 

计算数据 如下： 

1=1 i-i »=1 

= 70903 —& X 777 2 = 10530. 1， 

1=1 1=1 i —1 


= 277119-~X1657 Z = 2554. 1, 

= 2 ( ~^^ ( ~^*3" ; ~~ ( S x «) ( 2^) 

I、1 £=1 - 71 t=l t*=l 

= 132938 —^ X 777 X 1657=-4189. h 

表 9. 44 



X 

7 

x 2 

^cy 

y 


40 

150 

1600 

6000 

22500 


42 

140 

1764 

5880 

19600 


48 

160 

2304 

7680 

25600 


55 

170 

3025 

9350 

28900 


65 

150 

4225 

9750 

22500 


79 

162 

6241 

12798 

26244 


88 

185 

7744 

16280 

34225 


100 

165 

10000 

16500 

27225 


120 

1 

190 

14400 

22800 

36100 


140 

185 

19600 

25900 

34225 

1: 

777 

1 

1 

1657 

70903 

132938 

277119 


解得 6 = — = =0 398 

肼侍 l xx 10530. 1 m 

a = — y] yi — bx^l65. 7 — 0. 398X77. 7=134. 78 ， 

n "ti 

所以，线性回归方程为 

>=134. 78 + 0. 398i 

而 ( T 2 的无偏估计为 

a = ^^(l yy -bl xx ) = ^(2^i. 1-0. 398X4189 - 1) 

= 110. 85. 

例2设关于某设备的使用年限: T 和所支出的维修费用（单 
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位:千 元): V 如表 9. 45 所示 ，求： 

(1) J 关于 X 的回归方程，/的无偏 估计； 

(2) 检验回归是否显著，并求1 = 7时，维修费用 _ y 的0. 95的 
预测区间. 


表 9. 45 


X 

2 3 4 5 6 

y 

2,2 

3 . 8 

5 _ 5 

6 . 5 

7.0 


解 （1) 作散点图（略），数据呈直线分布趋势.计算结果如表 


9. 46所示. 


表 9. 46 


S 


x 


y 


.2 




y 


2 


4 

5 


2 . 2 
3 _ 8 
5 _ 5 

6 . 5 

7 . 0 


20 


4 

4.4 

4 . 84 

9 

11.4 

14 . 44 

16 

22 _ 0 

30 . 25 

25 

32 . 5 

42 . 25 

36 

42 . 0 

49 . 00 

90 

112 , 3 

140 . 78 


计算数据如下 


n 


n 




n 


(2>) 


2 


90 


X 20 2 = 10, 


n 


n 




2 


工 ,: Vi 


n 


( ( 2^) =112-3-^ X 20 X 25 = 12.3, 


n 


n 


yy 


2 


n 


( 2]^) 2 = 14 °- 78_ + X 25 2 = 15, 78, 


解得 


石=“=柴=1.23, 


IXX 10 


n 


a 


n 


^ y-bx = S - l . 23 X 4 = 0. 08. 


# 
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所以，线性回归方程为 

i = 0, 08 + 1. 23 jt . 

CT 2 的无偏估计为 

a 2 =^^ U yy - bL y ) = ^{ U 0. 78 -L 23 X 112. 3) 

= 0. 8837, 

(2) 将 xo = 7 代人回归方程得5。= 8. 69_ 因为” = 5山.。 25 (3)=== 
3. 18,所以％的置信度为 0. 95的置信区间为 

I 、土 t en in — 2、 h \!l + l / w + ( x 0 — x ) 2 /4 x ) 

= (8. 69±3. 18 X 0. 94 X 1. 45) = (4. 3557,13. 0243). 
计算统计量了，得 

t = -^r A J7^ x — — J .呈 X \/l0~4. 1376. 
g /0.8837 

因为 fo . Q 25 (3) = 3. 18240=4. 1376, 故知回归效果是显 著的. 

例3为研究某一化学反应过程中，温度（单位： C )： r 对产品 
得率(质量分数，％ )7 的影响，测得数据如表 9. 47所示 .求： 

(1) 线性回归方程和〃 2 的无偏估计； 

(2) 检验回归效果是否显著和求6的置信区间 0=0. 05). 


表 9. 47 


X 

100 

110 

120 

130 

140 

150 

160 

170 

180 

190 

y 

45 

51 

54 

61 

66 

70 

74 

78 

85 

89 


解 （1) 画散点图（略），知数据呈直线分布趋势. 
计算数据 如下： 


10 10 10 
2^ = 1450, = Xlxf = 218500, 


10 


2 ^= 101570 , ^yf = A7225, « = 10 . 


/„=218500--X1450^8250, 
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/^=101570-YqX 1450X673 = 3985, 

- /^ = 47225-^： X 673 2 = 1932 - 1 , 

10 

得 b ~ l xy i / xx = 0. 4830， 

a = 67. 3-145 X 0. 4830=—2. 7393. 

所以，线性回归方程为 

拿 

y =~2. 7393+0. 4830工， 

/的无偏估计为 

a 2 = -^： a yy - bl xy ) = (). 9181. 

n — 2 

(2) 因为 4 。 25 (8) = 2. 3060^=0. 9581，所以 

\ t \=^ - JT : X = ia -- 8 — X /8250 = 45. 7856. 

a /0 T 9 I 8 T 

由于 Ul =45, 7856>fo.o 25 (8) = 2. 3060, 故认为回归效果是显著 

的. 

b 的置信度为1一《的置信区间为 

(石 1 R a /2(« — 2) • o / V ^) 

= (()• 4830 平 2. 3060 X 0. 9581/90. 83) 

= (0.4587,0. 5073)* 

例 4 某地区第一年到第六年间每年的用电量（单位 ：10 8 
kW • h )^ 与年次 i 的统计数据如表 9. 48所示.求3；对 Z 的回归方 
程，并在 a =0. 01下作显著性检验.若该地区第七至第八年经济发 
展速度不变，试对第八年的用电量在《=0. 05下进行 预测. 

表9_48 


10. 4 11. 4 13 . 1 14 . 2 14.8 


解作散点图（略），知数据分布呈直线趋势，所以，设 
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y = a J rbx . 

计算数据 如下： 

6 6 

>二 工,= 21， 〉: 3^ = 79. 6， 

/ = 1 / = 1 

工=3, 5，；=13. 27， 

6 6 6 

y^ f Xi^=91 ， 2^ = l°76. 9 ， y^ I x i y i = 297. 5 ， 

i = l i=l i =\ 

j ( 土; ) 2 = 73. 5，2^” = 1。56. 03， 

*■=1 U /= 1 

+ ( i >,)( l >)=278.6. 

i—l t =1 

/ x j = 17* 5 ^ / xy == 18* 9» lyy — 20. 87 ^ 

由公式得 b = Ly / L x =\^>. 9/17. 5 = 1. 08， 

a = -^ X 79 - 6 -L 08 X jx 21 = 9. 49. 

D O 

所以线性回归方程为 

y=9. 49 + 1. 08 x ， 

CT 2 的无偏估计为 

c z = j ( 20 . 87-1. 08 X 18, 9)=0. 1145， ^ = 0. 3384, 

■ 

于是，由 Iz 丨 = Jlxx = 13. 351 os (4) ~2. 1318 

a 

知回归效果是显著的. 

将& = 8代入线性回归方程，得第八年用电量> 的置信度为 
0.95 的置信区间为 

(18. 13= Fi 0 . o 2 5 (4) XO . 3384/1 + 1/6+20. 25/17.5) 

= (16. 70,19. 56). 

例 5 表 9. 49列出退火温度（单 位 ： C Xr 对黄铜延展性 J 效应 
的试验数据，: y 是以伸长率（％)计算的.又设均为正态变量， 
其方差与 I 无关，求^对于工的线性回归方程和的无偏 估计. 
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300 400 500 600 700 800 


40 50 55 60 67 70 

解 画散点图（略），知数据呈直线分布趋势，所以，设 

y = a ~\~ bx . 

计算数据 如下： ' 

6 6 6 

= 3300, 2^ ? = 1 卯0000 ， ^yi = 342， 

i=I i=l i=l 

6 6 

2^3^ = 20114， = 198400， 

t =1 *=i 

L = 17500， /^= 10300, l yy ^ 620 . 

由公式得 b ^ l xy / l xx ^ 05886， 

S = | x 342 —4" X 550 X 0. 05886 = 24. 6287. 

o o 

所以线性回归方程为 

y = 2 A . 6287 + 0. 05886 工， 

( T 2 的无偏估计为 

^ = - f (620—0. 05886 X 10300) = 3. 4355. 

4 

例6设儿子身高: y 与父亲的身高: r 适合一元正态线性回归 
模型，观察了 10对英国父子的身高（单 位: in , 1 in = 25.4 mm ), 得 
数据如表 9. 50所示. 

(1) 试建立: V 关于工的回归方程； 

(2) 在 a ==0. 05下对方程作显著性 检验； 

(3) 当：>：。= 69时，求> 的置信度为 0.95 的预测区间. 

表 9. 50 



60 62 64 65 66 67 68 70 72 74 

63.6 65 . 5 66 65 . 6 66 . 9 67.1 67 . 4 63 . 3 70 . 1 70 


(1) 设回归方程为 : V = ax +6, 按所给数据计算，得 
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2^ 工 ,= 668 ， o ： = 66. 8 ， ^lx? = 44794» 
i=i i=i 

10 10 

2 j ^~665. 1， 3 / = 66 . 51， ^)^ = 44283. 93， 

1=1 i=i 

10 

^^■3^ = 44492. 4， 

i^l 

10 

l xx = -10工 2 =171. 6 ， 

1 = 1 
10 

^ yy — ^ i yf ~ l 0 y z = AS . 129， 

i 

10 

lxy = ^ i x i y i — 10 xy = 63, 72, 

i=i 

所以 b = l xy / l xx =0. 3713♦ a = y — 6 x =41. 7072. 

线性回归方程为 

y ^ Al . 7072 + 0. 3713 x . 

( 2 ) 待检假设//。: 6 = 0 _因为 

=-^(/^-^)=^(48. 129 — 0. 3713 X 63. 72) 

n — 2 8 

= 24. 4698/8 = 3 - 0587， 

所以 \ t \^ tJl 2= °； 3713 X /17176 = 2, 7811. 

cr 73. 0587 

又因为 心。 25 ( 8 ) = 2 , 3060< UI =2. 7811， 所 以拒绝//。, 认为 回归的 
效果是显著的. 

也可用 F 统计量检验. 

(3) %的置信度为1_«的预测区间为 

iy ^ ta/zin — Z^o V 1 + 1/” + (工— J ： o) 2 /D 

当：^ = 69时， > = 67. 3269, ^025(8) = 2 - 3060,故 > 的置信度为 
0. 95的预测区间为（63_ 0432,71. 6106) - 

例7如果两个变量存在相关关系，其中: V 的值是难以测 
量的，而: r 的值是易于测得的，则可以根据工的测量值利用回归方 
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程 p = 去估计 3； 的值，表 9. 51给出18个5〜8岁儿童的重量 

(易测的， 单位: kg ) 和体积(难测的，单位 ： 10_ 3 m 3 ). 设 u 是正态 
变量，方差与工无关 .求： 

(1) y 关于 x 的线性回归方程&=«3 + $：1：; 

(2) 2=14时，: y 的置信度为 0. 95的预测 区间. 

表 9. 51 


10 , 5 13. 8 15 - 7 11 . 9 10. 4 15,0 16.0 17 . 


16 . 7 10 , 4 13,5 15.7 11.6 10. 2 14 . 5 15.8 17 . 



15 . 8 15 」 12 . 1 18 - 4 17 . 1 16 . 7 16 . 5 15 . : 


15 . 2 14 . 8 11，9 18 . 3 16.7 16.6 15 . 9 15 . 1 14 . 



解 （1) 计算数据如下 


L U 


270 . 1 , 


2^ = 265, 


= 15. 006, ^lxf = 4149. 39, 

；=1 
18 

14. 722 ， 2j^ ? = 3996* 14 ， 


= 4071 . 71 ， 


n 


2=96 - 3894 , 


卜去 (2^) 2=94 - 7511, 


n 


n 




2^)=95.2378, 


依公式得 $=4,// ； „ = 0. 9881,a=^y——0. 1040, 所以 ，: y 关于 
x 的线性回归方程为 

5= —0.1040 + 0. 9881 工 . 

(2) 因为的无偏估计为 

a 2 =-^(/..-6/,J = A(94. 7511-0. 9881X95* 2378) 


n — 2 yy y 16 
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= 0. 0404 - 

当 工。=14 时， 5。=_0. 1040 + 0, 9881 X 14=13. 7294, 所以，: r = 14 
时,％的置信度为 o . 95 的预测区间为 

Go 平卜 . o 2 S (16 )X / O . 0404 X %/1 + 1/8+(14 — 15. 005)796. 3894) 

= (14, 696,14, 748). 

例 8 在服装标准的制定过程中，需调査获取一系列的数据. 
表 9. 52 给出一组女青年的身高工与裤长: V 的数据(单 位: cm )， 求: 

(1) 裤长: y 对身高$的回归方程； 

(2) 在 a =0. 01下检验回归方程的显著性 • 


表 9. 52 


X 

168 

162 

160 

160 

156 

157 

159 

168 

159 

162 

158 

156 

165 

158 

166 

y 

107 

103 

103 

102 

100 

100 

101 

107 

100 

102 

100 

99 

105 

101 

105 

X 

162 

150 

152 

156 

159 

156 

164 

168 

165 

162 

158 

157 

172 

147 

155 

y 

105 

97 

98 

101 

103 

99 

107 

108 

106 

103 

101 

101 

110 

95 

99 


解 （1) 计算数据，得 


30 


30 


2 % = 4797 , 


x 


159 - 9, 2 )W = 767949 , 


30 30 

〉 = 3068 ， y = 102. 3» 〉 = 314112, 


30 


3^ = 491124, 


30 


30 


xx 






30 


( 2^) 2 = 767949-^ X 4797 2 = 908. 7, 


30 


30 


30 


hy = Qf)( 2^) f 

i=1 OKJ i-1 i=l 


550* 8, 


30 


yy 


s 


2 


30 


30 

2^) 2 = 357- 87, 


依公式得 b = l xy / l xx = 0 . 61, a^y — bx = L 76, 


_ 
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所以，裤长 3 /关于身高 T 的线性回归方程为 

3^=4* 76 + 0. 61工. 

(2) 用 F 检验法，—2)，待检假设//。:6=0. 

U ^ bl xy = 0, 61 X 550. 8 = 335. 99, 
Q = l yy — U = 3 b 7 . 87—335. 99 = 21. 88， 
F =( n -2) t // Q =28 X 335. 99/21. 88 = 429. 96. 

而尸。, 99 (1，28) = 7.64<尸=429, 96,故拒绝 H 。， 认为线性关系高度 
显著. 

二、可化为线性回归的非线性回归问题 
可化为线性回归的非线性回归问题，关键在于确定回归曲线 
的类型•在一些不易确定的情况，可选择几种曲线加以比较，选择 
效果较好的一种. 

例 9 某商品的需求量（单 位:件 )_ y 与价格（单位 :元) 工的统 
计资料如表 9. 53所示，求需求函数的回归方程. 


表 9. S 3 



543 

580 

618 

695 

724 

812 

887 

991 

1186 

1940 

X 

61 

54 

50 

43 

38 

36 

28 

23 

19 

10 


解画散点图（略），根据散点图选择 : y = a : r - 6 来描绘需求量 _y 
与价格 I 的关系.经变换，得 

Z = \ny = hia — b\nx=a - 

利用最小二乘法求得《和/3的估计值 

2 = 9. 1206, yS=-0. 6902, 

所以 2 =^ = 9141.685, 3 =—冷 =0.6902. 

故需求回归方程为 

5=9141. 685^-°' 6902 . 

将: y 与& 的值加以比较，结果如表 9. 54所示，可见 j 与^数据相近， 
效果较好. 
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表 9. 54 


y 

543 

580 

618 

695 

724 

812 

887 

991 

1186 

1940 

y 

536 

583 

614 

682 

742 

771 

917 

1050 

1198 

1886 


例 10 为研究某企业的生产率 ( 单 位 : 件 / 周 Xr 与废品率 （％) 
^ 的关系，调査记录的数据如表 9. 55 所示,试根据数据拟合出合 
适的曲线模型 . 


表 9. 55 


X 

1000 2000 

3000 

3500 

4000 

4500 

5000 

y 

5 - 2 6 . 5 

6 . 8 

8 . 1 

10.2 

10 , 3 



解画出散点图（略），观察数据显示趋势，既呈直线趋势，又 
呈曲线趋势 ( 指数增长），故分别作直线与指数曲线拟合 . 

(1) 设计算数据 如下： 

7 7 

2 工 ,= 23000 ， 2 工卜 87500000 ， ^=3285- 7143 ， 

*= 1 (— 1 

7 7 

^^ = 60.1 ， = 27, y=S. 5857? 

i=l 

7 

2 ^ = 219100 , 

i=i 

/« = 11928571, 4286 ， Z yy =516, /„=21628. 9. 

依公式得 = 00181 fa=y—dx=2. 6386 ,所以直线回归 

方程为 

5 = 2 - 6386 + 0, 00181^ 

(2) 设: y = ae 6; r ， 取对数转化为 lnjy = lmz +6 x ， 得 

7 

^]ln^i = 14. 75* 

i^i 

求得 lna 和 6 的最小二乘估计为 

6 = 0_002 ， lna = 1. 3987 ^ <2 = 4-05 ， 
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所以指数曲线回归方程为 

5=4. O 5 e °- 002T . 

比较两个模型的残差平方和，以残差平方和小的为优. 

直线回归模型的残差平方和 Q = 5. 3371，指数曲线回归模型 
的残差平方和 0 = 6. 11，故认为直线回归模型拟合程度更好. 

例 11 在彩色显影中，由经 验知: 形成染料光学密度: V 与析出 
银的光学密度 I 由公式 

^ = Ae b/X (6<0) 

表示，测得试验数据如表 9. 56所示，求 y 关于: r 的回归方程. 

表 9. 56 


. 05 0. 06 0. 07 0. 10 0. H 0- 20 0. 25 0- 31 0. 38 0, 43 0. 47 


0. 10 0. 14 0, 23 0. 37 0.59 0. 70 1. 00 1. 12 1. 19 1.25 L 29 


解 对公式 3 ； = Ae 〜两边取对数，得 

lnjy = lnv4 -\~b/xf 

化为 v = a J rbu (a—\nA). 

令 …，11， 得数据如表 9. 57所 7 K _ 

表 9. 57 



20. 00 


一 2. 303 


16-667 


1, 966 


14. 286 


1.47 


10. 00 


0.994 


7. 143 


0.528 



计算以下 数据： 

u = 7. 946， v = — 0- 612， 

/ ttM = 406* 614 ， / w = 8. 690， l U v — — 59* 343, 
依公式得 6—/,„,//„« = —0. 146, a~v—bu = 0. 548. 
于是 ^= e a 548 = l . 729， 

故回归方程为 5=1. 729 e -° U6/ ' 
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例 12 我国在 1981—1988 年的八年间，全国居民人均年消费 
水平（单 位:元 b 和年份 X 的统计数据如表 9. 58所示.以？:=1，2, 
…，8表示1981，1982,…，1988年度，试建立： y 对年度，= 
Cr 一 1980) 的经验回1/日方程. 



解由散点图（略)可以看出，数据分布呈指数曲线趋势•试用 

函数 

3 / = A+ae 6(x - 1980) = 240+ae 加， 

其中 yl = 240 为任意选定的基点 • 令 w = ln(y—240) ， a=lna ， 则得《 


— a^bt. 

计算以下 数据： 

i =4. 625 * m = 4. 4932, i 2 —26. 875, t m = 23. 5575, 

依公式得 S = 0. 5062 ,i = 2. 1520 ,a = e *=8. 6020,所以，经验回归 

方程为 

u = 2. 1520 + 0, 5062尤， 

即 J = 240 + 8.6020 e 0 - 5062( " _1980> . 

例 13 表 9.59 所示的是美国旧轿车价格调査资料，其中工是 
轿车使用年数，: y 是相应的平均价格(单位:美元).试建立: V 关于工 



解由散点图（略)看出，数据分布呈指数曲线趋势，故设 

_ — bx 

y=ce . 

两边取对数，得 ln ： y = inc +6: c ， 化为 
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v = a-\-bx Cb ^> OAnc = a ), 

得数据如表 9. 60 所示. 

表9_仰 



7 - 883 7.572 7 - 309 6.991 6 - 64 6 . 288 6.182 5.67 5 . 42 5,318 


计算以下数据 


i =5.5， [=6.5274, 


82* 5， 




7, 3663, 


24. 5586, 


依公式得 


^ / 


0. 2977, 


a =v — 6 x =8. 1646, 


3514, 28, 


故 j 对: r 的回归方程为 


3514. 28 e 


0, 2977jt 


三、多元线性回归问题 

多元线性回归问题比较复杂.计算过程由于涉及线性方程组 
的求解，可以用克莱姆法则或者矩阵形法.有时为了简便,还可以 
用编码形式表达不同的水平（见例 15). 

例 14 某煤矿十年时间原煤生产的劳动生产率(单 位： t / 工) 
_ y 、产量（单位 dOh )% 和掘进尺（单 位: k m ) x 2 的统计数据如表 
9. 61所示.设: y 与: Ti ，： i ：2 有相依关系: 

(1) 建立: y 对: ， X 2 的经验回归方程； 

(2) 求 a 2 的无偏估计，并检验回归 效果； 

(3) 检验回归系数~与6 2 的显著性. 

表 9. 61 



.46 2 . 23 1. 97 2 . 31 2 . 13 2. 65 2. 50 2 . 36 2 . 40 2. 08 

10.2 9. 30 13. 0 16.2 15. 8 16 . 5 11,9 13.1 18 . 1 20 」 

1. 35 1. 23 1. 07 1 . 11 1.03 1 . 12 1.12 1.24 1. 20 : 


解 （1) 计 算以下 数据： 
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^)xu = 23. 09 ， ^.ri ； = 53. 707 ， ^ x 2 , = 144. 8 ， 

* ^ 1 i ^=l ,■ = 1 

10 10 10 

2 ^i = 2213. 18, 2^ = 11- 51, 2^ ? = 13. 3413， 

i= J / = 1 i = l 

10 10 10 

^^1^ = 333. 40 ， ^)x 2 o ；, = 26. 667 ， 68, 

J — 1 I. = 1 I =s 1 

/n = 5, 3707-2 - 309 2 = 0, 0392 ， 

/ 22 = 2. 21318-14. 48 2 =11- 6476 ， 

/i 2 = 33. 34-2. 309X14. 48=—0. 094 ， 

= 一 0* 094 ， 

Liy = 2. 6667-2. 309X1. 151 = 0. 0091 ， 

/ 2y =16. 468-14* 48X1. 151 = —0. 199. 

依公式得 a =y — x bi — x 2 b z = Q. 9267 ， 

t ^ly^n _ IlylVI r, -i f\ a a 

Oi= -； ; _y z =0, 1944 ， 

,11(22 一 （12 

0155, 

^11^22 _ hz 

所以，经验回归方程为 

^ = 0. 9267+0. 1944 a — 0. 0155 x 2 . 

(2) 计算 y 的回归值，得数据如表 9. 62 所示. 

表 9* 62 


: y/ 

1. 35 

L 23 

1.07 

1*11 

1. 03 

1. 12 

L12 

1-24 

1. 2 

1.04 

yi 

1, 259 

1_ 227 

1. 118 

1. 136 

L 107 

1. 199 

L 241 

1. 194 

1. 125 

L021 


10 


Q/=2 ( 5< _ ^ )2 = 0* 0463， 51 = ^X0.0463 = 0. 0066 


Qr= 2 Gi-yy = 0^ 0507, 5|=~X0. 0507 = 0. 0254, 


故 / 的无偏估计 
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1 ^ 

= + = 0066. 
(3) 因为统计量 


Qr/2 = 0. 0254 
Q l /7~ 0. 0066 


85, 


而 F。. 1 。 （2 ， 7) = 3_ 26<3* 85 = F$ 拒绝 片。 ★认为在水平 a = 0* 1 下，回 
归效果是显著的. 

(4) 因为统计量 


ti = b 1 /(Si Vcii)= ⑴ 194^_ ^ = 1 # 485 ， 

0. 0812 /2T6 

U^bt/iSi V^) = - 0* 01 55 = = 2. 035, 

0. 0812 0088 

( r n ， r 22 是矩阵 CTxr 1 的元素），査表知 

^o. 1 (7) = 1. 89^^2 = 2. 035 ， 2 ( 7 ) = 1. 41〈?i = l* 485, 

故认为 A 在 《=0. 2下显著在1下显著. 

若用矩阵运算求回归方程，则有 



丄 35' 


1 2* 46 10.2 、 


a 

y= 

1, 23 

， x= 

1 2. 23 9_ 30 

， b = 

b . 


、 1.04 」 


、1 2.08 20.7 」 


M 



^ 10 

23. 09 

144. 8 ' 


<11.51 ' 

X T X= 

23* 09 

53.761 

333. 404 

， x T y= 

26. 667 


144.8 

333. 404 

2213. 18, 


.164 - 675, 


|=447. 8698, 

17. 2032 -6. 3086 一 1. 752 


(X T X)~ l = —6. 3086 2. 6007 -0. 021 

、 -L 752 —0. 021 0, 0088 


得 

fy •' 1 ■ 

a 

bi 

= (X t X)- 1 X t Y= 

， （)• 9267 、 

0.1944 



aJ 


、一 0. 0155j 
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与 （1) 的结果相同. 



例 1 S 某种化工产品的得率^与反应温度反应时间 A 及 
反应物浓度工 3 有关.设对于给定的得率: y (%) 服从正态 
分布，且方差与 A , x 2 , x 3 无关.今得试验结果如表 9. 63所示，其中 

均为二水平且均以编码形式表达. 

(1) 设 〆 : Ti ，工2,工工3,求: y 的多元线性回 

归方程. 

(2) 若认为反应时间不影响得率，即 ,X2 ? X 3 )=/?o+/3iXi 


+ i 3 2 X 2 , 求 J 的多元线性回归方程_ 

表 9. 63 



得率 : y 



解 （1) 由所给数据写出矩阵 
















r 79, 2^ 


9 ’ 

x t y= 

4.6 

4.4 

， B^(X T X)^ l X T Y= 

0* 575 

0. 55 



p 

15 . 


所以 d 的三元线性回归方程为 

y=9. 9 + 0. 575^ + 0. 55^ 2 + l. 15 工 3 . 
(2) 此时，只需略去:^项，即得 

y~9* 9 + 0. 575xj + l # 15 工 3 _ 


例 16 某公司在15个地区的某种商品的销量(单位 ：罗， 1罗 
= 144件 Xy 、 各地区人口数(单 位：千 人):^和平均每户总收人(单 
位 :元) 工 2 如表 9. 64所示.设： y 对有线性相依关系，试建立 : y 
对的经验回归方程，并求^的无偏估计. 


表 9. 64 



274 

180 

375 

205 

86 

265 

98 

330 

文 2 

2450 

3254 

3802 

2838 

2347 

3782 

3008 

2450 


162 

120 

223 

131 

67 

169 

81 

192 

工 1 

195 

53 

430 

372 

236 

157 

370 


^2 

2137 

2560 

4020 

4427 

2660 

2088 

2605 


y 

116 

55 

252 

232 

144 

103 

212 



解计算以下 数据: 


15 15 

〉) 工1, = 3626， 〉: 






15 

44428 ， 2^2i = 11419181, 


15 15 15 

y)^ = l°67614, y)^i = 139063428, ^ 々 0^=647107, 

i = l i .= l i=l 

15 15 15 

2^ = 2259, ^^3^ = 394107 ， ^1^^ = 7096619. 

1=1 i=l i=l 

/ u = 12739. 25， / 22 = 498241. 5， / i2 = 45296. 86 ， 


蠡 
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秦 




/ 21 = 45296. 86， 心= 6735_ 43， 心= 27050. 83. 


依公式得 

石 i = 0. 496 ，石 2 = 0, 0092 ， a —3. 453, 

所以，^对％,々的经验回归方程为 

y = 3, 453 + 0. 496xj +0, 0092 j ： 2 - 

y 的回归值如表 9. 65所示，于是算得 

15 

Qi = (y, — 3 , /) z ：= 56. 884 ♦ 5/ = 4. 74» 

1=1 

所以， a 2 的无偏估计值为汾 = 4. 74. 

表 9. 65 


yi 

162 

120 

223 

131 

67 

169 

81 

192 

八 

yi 

161.90 

122.67 

224, 43 

131.24 

67. 70 

169.69 

79-73 

189. 67 

yi 

116 

55 

252 

232 

144 

103 

212 


yi 

119* 83 

53. 29 

253. 72 

228. 69 

144. 98 

100. 53 : 

210. 938 



例17 —种合金在某种添加剂的不同浓度$之下，各做三次 
试验，得强度：V(单 位: MPa) 数据如表9_ 66 所示. 以模型夕=^+6 1>3 ： 
+^ 2 + £, e 〜 iV(0，a 2 ) 拟合数据，其中 aA，6 2 ，ff 2 均与: r 无关，求 

回归方程 J = a + 心: c +^工 2 . 

表 9- 66 


X 

10. 0 

i 

15_ 0 

20.0 

25, 0 

30_0 


25. 2 

29. 8 

31. 2 

31, 7 

29. 4 

y 

27. 3 

31. 1 

32_ 6 

30. 1 

30*8 

i 

28.7 

27. 8 

29. 7 

32, 3 

32. 8 


解令/1=0：山=：1： 2 ，模型化为 


y = a~\~b\t\ bztz ， 
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X 


1 

10 

100、 


)7, 067' 


1 

15 

225 


29. 567 


r \ 

a 

1 

20 

400 

， 

31. 167 

, B — 

b . 

1 

25 

625 


31. 167 


AJ 

,1 

30 

900」 


、 31 , 




15 

300 

6750 ’ 


r 450* 9 、 

X T X = 

300 

6750 

165000 

， x t y = 

9155 


.6750 

165000 

4263750, 


,207990, 


(X T X 


1)= i 






其中 


1555312500 —165375000 

165375000 18393750 

3937500 —450000 

厶 =295312000. 


3937500 
— 450000 
112500 


/ 




( 

a 


f 19.0336' 

故 

B = 

b . 

^( x T xr l x T Y ^= 

L 0086 



A , 


、一 0.0204 」 


所以 d 的经验回归方程为 

5 = 19 - 0336 + h 0086 X -0. 0204 x z . 


例18养猪场为了估算猪的毛重（单 位： kg )3； 与其身长（单 
位: cmXn 、肚围(单 位: cm )： r 2 的关系，测量了 14头猪，所得数据如 
表 9. 67所示.经验表明与：^，工 2 存在线性相依关系，试求经验 


回归方程. 


表 9. 67 


工 i 

41 

45 

51 


59 

62 

69 

72 

78 

80 

90 

92 

98 

103 

工 2 

49 

58 

62 

71 

62 

74 

71 

74 

79 

84 

85 

94 

91 

95 

y 

28 

39 

41 

44 

43 

50 

51 

57 

63 

66 

70 

76 

80 

84 


解 


设线性回归方程为计算数据得 


ii 


14 


14 

〉: 工 


70 . 86 , 


x z = — 2^ — 74- 93, 
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_ ! 14 

57 ， 

i 1 

14 14 

, ii = 〉: 工 L _ 7^ ( 〉 : : u ) = 5248 - 05» 

/ =i 丄斗 1=1 

14 14 

^ 22 = ^ _ tt ( ^ ) = 2549. 93， 

，一 i , 

I —^ i i - ~ - x 

lu=ln = ^j^uxzi — yx ( ( S^^zi) =3495. 44, 

J*=l H 1=1 £=1 

/io = 2j x i^ — 77( S^-) ( 2^) =4400. 30 ， 

t — 1 i = l t" = 1 

14 14 14 

ho = ] ^2iyj _ tt( 〉 : 工 2/) ( 〉 : )/) =3036. 72 ， 

1^1 i^l 1=^1 

依公式得 

b\ = (/ 10/22 _ ^ 12 ^ 20 ) / (Ai^22 _ ^ 12 ) = 0, 52 > 

bi~ (,20,11 — ,2l/l。）/ (,11,22 — l\l ) = 0 ， 48 ， 

a =,y — 6iO：i — b z Xt — — 16. 24 ， 

所以， _y 对 a ，&的线性回归方程为 

y — — 16. 24 + 0, 52工1 + 0* 48 j ：2. 
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